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Botany. — The shape of cells in homogeneous plant tissues. I. By G. VAN 
ITERSoN Jr and A. D. J. MEEUSE. 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 


1. Discussion of the problem and historical remarks. 


By homogeneous plant tissue we mean in this paper: a tissue being an 
assemblage of congruent cells built up in such a way that by parallel 
shiftings in space the cells may be caused to coalesce. It may also be 
expressed thus: tissue in which congruent cells are placed in space in 
the same way. So the cells are not supposed to fill the tissue without 
leaving any interstices; generally there will be some intercellular spaces. 
Meantime in this communication we shall exclusively consider tissue without 
any intercellular spaces or with spaces of very little extension. 

Of course it cannot be said a priori that there are homogeneous plant 
tissues, and considering the variety of cellforms it is even to be expected 
that this will not be the case in a strictly mathematical sense. It will, 
however, be seen that there are tissues in nature which approach homo- 
geneous tissues. 

This possibility has indeed long been assumed by plant anatomists, who 
were struck by the fact that various uniformly built plant tissues showed 
a very uniform assemblage of hexagonal cell sections, on longitudinal as well 
as on transverse sections. As early as 1802, C. F. MırBEL (27) 1) pictured 
a truncated dodecahedron considering this the shape of the cells of which 
a uniform tissue is a homogeneous assemblage. He had deduced that shape 
from the fact that on transverse section such tissues show regular hexagons 
and on longitudinal section extended hexagons. He assumed that that shape 
comes into being by the cells trying to expand during ontogenesis; he says: 
“When the cells experience no other resistance than that existing among 
themselves their horizontal and vertical sections show hexagons resembling 
the holes in a beehive.” 

D. G. KıEseEr (9) thinks in 1818 that MIRBEL has found this cell shape: 
“as it were unconsciously, not suspecting the truth, while he was drawing 
the tissues, without recognizing that the necessity of that form is founded 
in mathematical laws, hence without formulating the law of its construc- 
tion.” Still KiEsSER arrives at the same cell shape for uniform tissue as 
MirBEL did. He starts by saying that really the rhombic dodecahedron is 
the original shape of the cells of plant tissues. Of the spatial bodies being 
able to fill the space without any interstices (he also enumerates some 
others which are able to do this) the rhombic dodecahedron approaches 


1) The numbers refer to the literature, mentioned at the end of Part II of this 
communication, 
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most the sphere, according to KIESER, and is preferred by the plants as 
the original shape, because: “the originally round plant cells compress 
each other mutually”, thus assuming a shape deviating the least possible 
from the sphere. 

But KıESER alters his first opinion partically by assuming that originally 
the cells have not a strictly spherical shape but that of an ellipsoid, so that 
as a result of the mutual pressure there are formed deformed rhombic 
dodecahedrons. He further assumes that there are many “modifications” 
of the original shape, and the one which is obtained by truncation of the 
deformed rhombic dodecahedron (on the upper and lower side until the 
height of the body is approximately equal to the breadth) he considers 
“the shape of cell most frequently occurring in nature.” Thus he returned 
to the shape pictured before by MIRBEL. 

Later anatomists have also repeatedly supposed that the rhombic dode- 
cahedron is the ideal cell shape of uniform plant tissues without any 
intercellular spaces, and I may add that the same has been said of animal 
tissues (which are hardly discussed in this communication). 

Some anatomists, however, have assumed different cell shapes. 

P. DUCHARTRE (3) said in 1867 that any cell in a uniform tissue, deve- 
loping out of round cells, is bounded at the top and at the bottom by 
another cell and by the sides by 12 other cells, the upper half being placed 
against 6 cells and the lower half against 6 others, all 12 being placed 
sideways. He therefore states expressiy that the regular’ cell is “a solid 
body with fourteen faces (tetrakaidecahedron) and not with twelve, as is ° 
often said’. It will be seen that DUCHARTRE came very near the actual shape. 
DUCHARTRE too considers mutual pressure the cause of the occurrence of 
the cell shape which he assumes for uniform tissues. But he also discusses 
in detail cases in which the cells deviate from the regular shape through 
unequal growth of the different parts. 


2. Mathematical considerations, 


It goes without saying that the problem of the cell shape in homogeneous 
plant tissues, as defined in the previous section may be discussed purely 
mathematically. 

The crystallograph E. von FEDOROW has treated the problem how a 
space can be filled without any interstices by congruent bodies which may 
be caused to cover each other by parallel shiftings. He found the solution 
for convex bodies bounded by flat faces. It will be clear that the lateral 
faces of such bodies must every time be congruent and parallel in pairs. 
Therefore von FEDOROW calls such bodies parallelohedrons. He first treated 
the problem with what parallelohedrons the space may be filled without 
any interstices in Russian publications which appeared in 1885, 1888 and 
1890, but these only became known in Western Europe through his German 
treatises in 1893 and 1896 (5) (for a discussion of the significance of 
these treatises see A. E. H. TUTToN “Crystallography’ (33)). The bodies 
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which von FEDOROW pointed out (on the ground of considerations of 
possible symmetry of point systems, and of spatial bodies) are identical 
with, or may be derived from the cube, the straight hexagonal prism, the 
rhombic dodecahedron, a so-called extended rhombic dodecahedron and a 
cubo-octahedron. These bodies are pictured in fig. 1. The cubo-octahedron 
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Fig. 1. Five ratio of von FEDEROW (after A. E. H. TUTTON). The figure e 
represents the “orthic tetrakaidecahedron” of Lord KELVIN. 


(a tetrakaidecahedron) pictured here, may be obtained by truncating the 
corners of a regular octahedron by means of a cube in such a way that 
the edges of the octahedron are divided into three equal parts by the faces 
of the cube. 

Different proofs may be furnished to show that these bodies can fill a 
space without leaving any interstices, the simplest proofs being those in 
which projective geometry is applied. A proof for the cubo-octahedron 
mentioned, a body of special importance for our discussions, may be found 
in a communication by E. B. MATzke (25). 

The other parallelohedrons with which space may be filled by parallel 
shiftings may be deduced from these five by deformations which VON 
FEDOROW calls homogeneous deformations (for a precise definition see his 
treatise of 1896). In order to realize the existence of such parallelohedrons 
it should be remembered that when space is imagined to be filled with one of 
the five kinds of bodies of figure 1, these bodies by stretching the complex 
in a certain direction may be deformed in such a way that the corresponding 
bounding faces of the bodies remain parallel. Through such deformations 
parallelohedrons may be obtained which show less symmetries than the 
bodies pictured above and which may yet fill the space without any inter- 
stices through parallel shifting. In his treatise of 1896 von FEDOROW pic- 
tured many of them, showing the symmetry ofallthevarious crystalsystems. 

Lord KELvin (8) in 1894 treated the problem in quite a different way, 
whereby he did not limit himself to spatial figures bounded by flat faces, 
nor to convex bodies, but made a general inguiry into the shape of bodies 
which may fill space without any interstices through parallel shiftings. 
Lord KELVvIN first treats the corresponding problem for a plane, starting 
from unintermittent filling of this plane through parallel shifting of a 
parallelogram. By considering this parallelogram as a combination of two 
congruent, but reversed triangles, and by shifting these two triangles in 
such a way with regard to each other that the sides remain parallel, and 
then connecting the six vertices of the triangles, hexagonal parallelogons 
may be obtained with which — as may be easily proved by plane geometry 
— the plane may be filled without any interstices through parallel shiftings. 
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Those hexagons may be convex or concave and their sides which in pairs 
must be equal in length and parallel may mutually greatly differ in length. 
By making a stencil, starting from the hexagonal figure, but deforming 
it in such a way that when one of the sides is made to bulge, the corres- 
ponding parallel side is indented congruently, and by shifting the stencil 
from one hexagon to the next, circumscribing it each time, homogeneous 
divisions of the plane may be obtained with various congruent figures with 
curved sides. KELVIN pictured some remarkable exemples of them. A cor- 
responding method Lord KELVIN applied to the space problem, in which 
he starts from a parallelopipedum, divided into 6 tetrahedrons by four 
planes, all going through a body diagonal, and each of them also through 
a different face diagonal. By shifting these tetrahedrons by a purely 
translational motion and then bringing surfaces (in general these surfaces 
will be curved) through the vertices (pairs of these surfaces have to be 
equal and parallel) a body is obtained with which space may be filled 
homogeneously. By bringing about the shifting of the tetrahedrons in 
different ways, various convex and also concave bodies may be constructed 
to which this applies. 

It will be clear that these bodies generally possess 6 X 4 — 24 vertices. 
Lord KELVIN further proves that generally they have 14 lateral faces and 
that they may be considered as cubo-octahedrons which are identical with, 
or, by means of extending and shifting or of bulging and indenting the 
lateral faces, may be derived from the cubo-octahedron pictured in fig. le. 
This latter body Lord KEıvin calls “orthic tetrakaidecahedron". He does not 
separately mention the hexagonal prism, the rhombic dodecahedron and the 
extendedrhombic dodecahedron and the bodies derived from them as bodies 
with which space may be homogeneously filled. "The hexagonal prism may 
be considered a special case of the cubo-octahedron which cannot be said of 
the other two bodies, so far as I can see, and so there is a difference in the 
results of von FEDOROW and of Lord Kevin which has not yet been 
accounted for. 

The orthic tetrakaidecahedron was already known by Lord KELvIN as a 
result of earlier studies, made when he was still Sir WıILLIAM THOMSON (31). 
He had namely in 1887 put the question what shape soapbubbles would 
assume when space is filled homogeneously with such bubbles of the same 
size, flattening each other and forming soap membranes. He had come to 
the conclusion that they will assume a shape which very nearly approaches 
that of the orthic tetrakaidecahedron, but yet differs from it (see figure 2). 
The edges of the spatial configuration, formed by the soap membranes are 
equally long, but they are not straight, but slightly curved, and the six 
quadrilateral faces are plane faces, but the eight hexagonal lateral faces are 
curved surfaces, the curvature of which may be pictured by dividing a 
regular hexagon into six sections through the three diagonals and alter- 
nately slightly pushing a section inwards and the next section as slightly 
cutwards (see figure 2). These deviations from the orthic tetrakaide- 
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cahedron are necessary, because, owing to the tendency to reduce the total 
area of the soap membranes to a minimum, in a configuration of soap 
membranes four edges must always meet in one point and they must meet 
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Fig. 2. Projection of the “minimal' tetrakaidecahedron with curved edges, four plane 
quadrilateral faces and six curved hexagonal faces (here this body is called: the "body of 
Thomson”) (after Sir WILLIAM THOMSON). 


there two by two under an angle of 109° 28°, and because in such a con- 
figuration three soap membranes are to meet on each soap edge, namely 
two by two under dihedral angles of 120°. In a spacefilling with orthic 
tetrakaidecahedrons these conditions are not fulfilled. Naturally the body 
with curved edges is one of the space figures which may be derived from 
the orthic tetrakaidecahedron in the way indicated by Lord KELVIN in 
1894 viz. by bulging and indenting corresponding faces. We shall call the 
body with curved edges “the body of THomson’”. To illustrate the shape 
of the quadtrilateral flat faces of this body Sir WILLIAM THOMSON immersed 
a rectangular prism, the base of which was a rectangle with edges of 
5.66 cm and 4 cm, and whose height was 5.66 cm in a solution of soap. 
On emerging from this solution a square was formed in the centre with 
sides which were curved outwards in the same way as those of the qua- 
drilateral faces of the cubo-octahedron with curved edges (see fig. 3). 
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Fig. 3. An experiment with a solution of soap in order to demonstrate a tetragonal face 
with sides curved as those of the plane quadrilateral faces of the “minimal” tetrakaideca- 
hedron (after Sir WILLIAM THOMSON). 
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3. The cell-forms in homogeneous tissues as revealed by recent investi- 
gations. 


In his very interesting work “On Growth and Form” (Cambridge 1917) 
D’Arcy WENTWORTH THOMPSON (32) has discussed the possibility of the 
thombic dodecahedron and of the orthic tetrakaidecahedron as the ideal 
cell form for uniform tissues; the former form he considers the most pro- 
bable, but he thinks that there is no certainty in this question, in his opinion 
maceration experiments should decide the matter. 

Since then the matter has been decided, though not through maceration 
experiments. It came owing to a lengthy series of studies, continued during 
many years by FREDERIC T. Lewis (10-11-12-13-14-15-16-17-18- and 19) 
who began them in 1922. For many homogeneous or nearly homogeneous 
tissues LEWIS has tried to show that the average form of the cells 
approaches the orthic tetrakaidecahedron, or a figure which may be 
obtained by extending this spatial figure. This he supposed to apply to 
plant as well as to animal tissues, 

As his first instance Lewis (10) mentions the pith of the elder (he 
studied the pith of Sambucus canadensis). In order to make himself acqu- 
ainted with the cell shape he constructed space models of the cell forms 
from series of sections, mostly from longitudinal sections (he needed about 
16 per cell) and he arrived at the conclusion that the average cell form 
approaches an orthic tetrakaidecahedron, which is placed in such a way 
that a hexagon is present at the top and hence also at the bottom, so that 
each of the six broken lateral faces of the body is built up by a rectangular 
and by a hexagonal face. Many deviations from this fundamental shape 
were found, which were ascribed to differences in the size of the cells. 
There were many cells with 13 and with 15 lateral faces, and besides 
cells with even fewer and with even more lateral faces, but the average 
number of lateral faces of 63 cells was 13.96 and was therefore very 
near 14. 

Another instance for plant tissue was the pith in the apparent stem of 
Juncus effusus, of which Lewis (11) showed that it is probable that the . 
typical stellate cells, from which the pith is constructed, originate from 
juvenile tissue, being an assemblage of orthic tetrakaidecahedrons. 

Further instances were furnished by the epidermis of the immature 
cucumber (Cucumis sativus) (13 and 15) and that of the stem of Trades- 
cantia virginiana (13), where it is interesting that the cells of the epidermis 
mentioned first are extended perpendicularly to the surface of the cucum- 
ber, whereas those of Tradescantia virginiana have their greatest dimensions 
in the direction of the stem. 

Another instance are the cork cells, of which LEwis (14) showed that 
they approach the straight hexagonal prisms, placed with their axes per- 
pendicularly to the surfaces of the plant organ (as such they were also 
often pictured by early plant anatomists). But he rightly remarked that 
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when carefully observed, these cells are seen not to be exactly such prisms, 
but that they have a shape intermediate between that of the straight 
hexagonal prism and that of the cubo-octahedron with plane-faces; they 
may be considered as orthic tetrakaidecahedrons which have been pulled 
straight (in a radial direction), after which they have been much shortened 
(in that same direction). 

The most remarkable instance in the plant world, studied by Lewis (19) 
in such a way that it compels us to admiration, are the fibre tracheids of 
Finus, which LEwis determined with the help of 213 successive transverse 
sections of the wood of Pinus strobus, made for him by JEFFREY. From 
these sections spatial models of the cells were again deduced. The result 
was that the cambium cells, from which the tracheids originate, are 
practically formed and placed at the surface of the wood like the cork cells 
at the surface of the bark. So the cambium cells, after LEWIS, must be 
considered as orthic tetrakaidecahedrons, deformed to hexagonal prisms 
whose axes are placed radially to the stem, which prisms in this case are 
very flat and whose front and back faces are parallel to the surface of 
the tree and with a short edge of the prism at the top and at the bottom. 
This body moreover is much extended in the longitudinal direction of the 
tree. The cambium cells have the same arrangement as an assemblage of 
orthic tetrakaidecahedrons and so they each have 16 faces in common with 
the surrounding cells. When growing out into fibre tracheids the cells 
curve at the ends, thus giving rise to new contacts, so the mature fibre 
tracheids touch 18 to 22 other cells. 

J. W. Marvin (23) added one more to these instances: the pith cells of 
Eupatorium purpureum L. from North America, grown in this country as 
ornamental plant. This botanist made spatial models of no less than 100 
cells. The average number of lateral faces was 13.36. There were numerous 
exceptions from the orthic tetrakaidecahedron (a.o. pentagonal lateral faces 
were more numerous than hexagonal ones) which Marvin attributes to the 
presence of large and small cells by the side of each other. 

We shall not quote instances from animal tissues, which are certainly no 
less interesting. 

The senior author first studied the problem of the cell forms in 1912 and 
1913, in co-operation with Mr. W. F. GAYManS, then administrator of a 
crude sugar factory in Modjokerto (Java). We could state that the pith of 
sugar cane, where it is uniform in structure, is an assemblage of cells 
generally approaching a orthic tetrakaidecahedron drawn more or less 
straight in the longitudinal direction of the stem. This could be directly 
observed in longitudinal and transverse sections of that pith (see fig. #). 
Naturally there are again numerous exceptions; the pithcells are very 
unequal in size and their regular arrangement is moreover greatly disturbed 
by the occurrence of the vascular bundles with sklerenchym sheaths of 
greatly varying dimensions. 

Since then the senior author has arrived at a conclusions similar to that of 
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Lewis and MaRVvın, having recognized the othic tetrakaidecahedron as the 
fundamental form of numerous homogeneous plant tissues. For as long as 
fifteen years he has demonstrated that cell form in microscopy practice, 
in an object in which it may be recognized almost at once even by an 
unpractised microscopist, namely in the 
cortical parenchyma of the root tubers of 
Asparagus Sprengeri REGEL, an indoor 
plant from Japan, generally found to be 
grown by florists because it furnishes 
B. ornamental green throughout the year. 
When thick transverse sections made of 
such a tuber, are viewed at about 1/3 of 
the radius, counting from outside, it is seen 
that the tissue consists of fairly uniform 
polygonal cells, and in many places it may 
be observed that numerous cells approach 
the orthic tetrakaidecahedron. Repeatedly, 
for instance, a hexagonal lateral face of a 
A cell is seen to be bounded by three tetra- 
gonal and by three hexagonal lateral faces 

(see the plate in Part Il). 

Longitudinal sections show that the 
cells are placed above each other in 
vertical rows and from the transverse 
sections it is seen that the upper surface 
and the lower surface of the cell are 
formed by hexagons. The cells in adjacent 

Fig. 4. Pith of sugar cane. A, trans- Vertical rows are not on the same level, 


verse, B. radial, C. tangential section. but have shifted with regard to each other, 


Several cells are cubo-octaehedrons as may be expected in homogeneous tissue 
extended to hexagonal prisms. 


of cubo-octahedrons. 

The structure described here may be especially easily recognized by the 
fact that the various edges in the tissue are not equally clear. The “broken” 
edges in a vertical direction are dark in colour and hence strike the eye, the 
horizontal edges are not so plainly visible. This is caused by the fact that 
the edges mentioned first are not solid but hollow. In the living tissue they 
contain air, for at the edge where three vertical cell walls meet an inter- 
cellular space is formed. Such spaces continue through the cortical paren- 
chyma, from the base to the top of the root, even where the root is not 
thickened to a tuber. Where a horizontal wall is bounded by vertical walls 
there are no intercellular spaces filled with air. 

It will be clear that the quadrilateral faces in the tuber are placed obli- 
quely and therefore these faces are seen in great number in sections of the 
tuber made in an oblique direction (see the plate in Part II). 
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In the tubers mentioned numerous exceptions to the ideal cell form occur. 
In the tissue cells with raphids of calcium oxalate are found among others, 
which are much smaller than the cells described above, which are filled 
with perfectly transparent cell fluid. 

Other, no less fine instances are furnished by the cortical parenchyma 
of root tubers of Chlorophytum Sternbergianum and of Anthericum species, 
by the parenchym of the pseudo-berry of Basella alba and B. rubra and by 
the parenchyma below the upper epidermis near the midrib of Tradescantia 
discolor. 

Although it is not unimportant that the cell form discussed may be 
observed with far less trouble than LEwis had to take over the deter- 
mination of that form, we should not — after the numerous detailed 
treatises of LEwıs — have decided to communicate anything about our 
earlier observations on this subject, if it were not possible to make some 
additional remarks. 

The most important new observation which may be made on the fine 
objects mentioned above is, that the edges of the cells are not straight 
but curved. This is most clear in the edges bounding the plane quadrilateral 
faces. These edges curve outwards (see the plate) and the curvature is 
about the same as that of the quadrilateral faces of the "body of THOMSON 
(see figure 2). The hexagonal lateral faces of the cells are often bounded 
by edges which curve inwards. T'he same details may often be observed 
in cells which have been isolated by maceration, provided they are after- 
wards reinforced to a certain extent by a stiffening process — for, owing 
to their large dimensions, they easily collapse, after being isolated, into 
irregular sack-shaped bodies — and when they are afterwards stained. 
When applying this method, the “decision” as to the cell shape is indeed 
arrived at by the way mentioned by D’Arcy W. 'THOoMPSoNn. 

On the ground of these observations we are convinced that the shape of 
the cells of homogeneous tissues, which have no, or very small intercellular 
spaces — as is the case here — is not that of the orthic tetrakaidecahedron, 
but that of the “body of Thomson’ t). 


1) It is to be regretted that S. T. BOK (On the shape of froth chambers”, these 
Proceedings 43, 1180-1190, 1940) wrongly ascribes to Sir WILLIAM THOMSON the 
opinion that in a regularly constructed soap froth the “orthic tetrakaidecahedron” is 
realized, and that BOK does not mention THOMSON’s body with curved edges and par- 
tially curved faces. A soap froth in which the latter body is formed will, however, be 
obtained only when the soap bubbles are stalked up regularly. Our opinion also 
differs from BOK’s in several other assumptions of his, as is clear from the above expo- 
sitions; we disagree for instance when he says: “The requirements of complete filling of 
space, namely implies the idea that the froth walls are flat". The polyhedral "yolk 
granules’ which BOK pictures had already been drawn by F. A. POUCHET in 1847; 
this we take from LEWIS (11), who already mentions the fact which struck BOK, that 
many of the lateral faces are pentagonal, although LEWIS considers the “orthic tetra- 
kaidecahedron” the ideal form of those “granules” " 


Mechanics. — On the elastic behaviour of the so-called “Bourdon” 
pressure gauge. I. By C. B. BIEZEnoO and ]. J. Koch. 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 


1. Introduction. T'he Bourdon pressure gauge consists of an annular 
tube of an elliptic or oval cross-section and constant thickness, closed by 
two meridional planes, which — as a rule — include an angle lying 
between 240° and 300°. The major axis of symmetry of the cross section 
is parallel, the minor axis of symmetry perpendicular to the axis of 
revolution of the pressure gauge. An internal pressure p will change the 
angular distance of the terminal planes and consequently the amount of 
this change can be considered as a measure of this pressure. 

Though ample application has been made of the Bourdon pressure 
gauge, only few attempts have been undertaken to account for its elastic 
behaviour. It must be admitted that in the periodical “Nature” of 1890 
interesting views of GREENHILL1) and Lord RAYLEIGH 1) are to be found, 
which deal with the mechanical character of the elastic phenomenon, (the 
discovery of which must be ascribed to mere chance) and with the diffi- 
culties of its numerical solution, but the solution itself fails, and is left to 
the “elasticians”. The first important study, we did meet in the literature 
from 1890 onwards, is a treatise by H. LORENZ ?), whose results agree 
qualitatively with the experimental facts. 

However, objections are to be made against the mode of deduction: on 
one side the flexural stiffness of the wall is neglected in one part of the 
calculations, so that here the wall is assumed to act solely like a membrane, 
whereas on the other side, in another part of the treatise in which the 
flexural rigidity of the wall is brought into action, another phenomenon — 
occurring with initially curved tubes — is neglected 3). 

A recent study by G. SCHUBERT #) accounts for this latter phenomenon 
but, only bearing indirectly on the pressure gauge, it does not bring our 
subject to an end. 

The present authors propose herewith a method, which takes into 
account the above mentioned objections and which enables in a rather 
simple way the numerical calculation both of the deformation and the 
stresses of the gauge. It will be seen from the results (see $ 5) that 


1) GREENHILL, Nature, 41, 517 (1890); RAYLEIGH, Nature, 42, 197 (1890). 

2) Z.d.V.d. 1. 54, 1865 (1910). 

3) This phenomenon, the so-called “flattening” of the tube has been described by 
VON KÄRMAN; see Z. d. V.d. I. 55, 1889 (1911). 2 

4) G. SCHUBERT, Ing. Arch., XI, 53 (1941). 
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exceedingly high stresses are caused by relatively low pressures, and that 
as a rule, the limit of proportionality is greatly surpassed by those pressures 
for which the pressure gauge is said to be designed. It does therefore no 
longer surprise that manifold ruptures occur, and that elastic hysteresis and 
non-proportionality between pressure and reading are frequently observed. 


2. The underlying assumption. The following calculations are based 
on the assumption that the displacements and stresses are the same for all 
meridional cross-sections of the gauge. i 

In consequence of this assumption it must be understood that the material 
particles, Iying in any such cross-section, move to a plane perpendicular 
to the center line of the loaded tube; for evidently this assertion holds 
exactly for the particles of the meridional plane of symmetry. Another 
consequence of the assumption is the similarity of all distorted cross- 
sections; and in this respect it seems less satisfactory. For it will be 
seen at once that the closing meridional end-planes practically prevent the 
end-cross-sections to distort at all. Similarity of all distorted cross-sections 
only would occur if the gauge would be closed by two flat oval pistons, 
lacking all elastic stiffness in their planes. It must, however, be emphasized 
that the disturbance caused by the compressive stiffness of the actual 
closing ends will be restricted to their immediate neighbourhood and there- 
fore will be negligible. Eventually the effect may be taken into account by 
introducing a smaller effective length of the gauge. Summarizing we find, 
that we may restrict ourselves to a single element of the gauge Iying 
between two neighbouring cross-sections. 


3. The oval gauge-element. We denote by r the radius of the center- 
line of the gauge, 2a and 2b the length of the axes of symmetry of its cross- 
sections (2a relates to the axis, perpendicular to the plane of the centerline 
of the gauge). h the thickness of the wall, rdı» the length of the element, 
measured along the centerline, p the internal pressure. 

All calculations relate to one single shape of cross-section. If, however, 
its dimensions are magnified in the proportion a, if the wall-thickness h is 
replaced by ßh, and the radius r by yr, all computations to be done in the 
following paragraphs remain unchanged, and only have to be multiplied 
by suitable powers of a, ß and y. 

Though in fact the gauge element under discussion has a radius of 
curvature r, we confine ourselves provisionally to an element limited by 
two parallel planes at a distance rd, and investigate the deformation of 
this element if subjected to an internal pressure p (see fig. 1). 

To this end we consider a quarter of the ring, and replace it in a well- 
known way5) by a number of unelastic segments 0—1, 1—2, ... 9—10, 
of length s, connected by elastic joints. T'he coefficient of elasticity S of 


5) Comp. f. i. BIEZENO-GRAMMEL, Technische Dynamik 1939, SPRINGER, 172. 
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these joints amounts to s: E*/ except for the endpoints 0 and 10 for which 


it has only half this value G a E). 
u 


From the equilibrium of the quarter of the ring it follows that in .the 


Ki1o=-pa 


__F=3,15 cm 


kigel. 


cross-sections immediately before the point O0 and immediately behind the 
point 10 normal forces are required of the magnitude —pb and —pa. T'he 
bending moment M** in the cross-section O is statically undeterminate; its 
magnitude is defined by the condition that no relative change of angle 
between the cross-sections O0 and 10 occurs. Table I shows the calculation 
of M'®. The columns 1—-3 contain the consecutive numbers and the (1000 
times amplified) coordinates x and y of the joints; the columns 4 and 5 
to the same scale the projections Ax and Ay of the segments 0—1, 
1—2, ... 9—10, on the axes x and y. 

The external load of the ring, caused by the pressure p, will be con- 
centrated in the elastic joints; consequently a joint (i) is loaded by a force 
P, with the components P,, and Pıy 


5 i—l,i La JAN i—1,1 JaS LT 
= | = ae Pu=e| . De 


in the directions x and y. The expressions [...] are to be found in the 
columns 6a and 7a 6), 

The results hitherto obtained keep their validity — as already stated — 
for a (a-times) enlarged cross-section, provided that all figures in the 


6) Starting with column 6 all quantities to be represented are provided with an 
index 1, indicating that we deal with a first step of an iterative process, later on to be 
explained. 
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columns 2—6 are multiplied by the factor a. Therefore the multiplying 
factors inserted underneath these columns — which for the normal case 
should have been 10-3, resp. 10-3 p — are replaced by 103 «a, resp. 
1073 op. 

As a matter of fact the summing up of the columns 6a and 7a leads — 
except for the mentioned multiplying factor and except for the sign — to 
the known normal forces -pb and -pa in the sections O0 and 10. 

Now we give attention to the cross-sections immediately behind the 
joints 0, 1, ... 10, and calculate the components K,, and K,,of the total 
force K exerted by the lower part of the ring on the upper part. 'T’hese 
sections are for the sake of simplicity equally denoted by 0, 1, 2, a.s.o. 
For the section 0 (just behind the joint 0) these components are (always 
except for the multiplying factor) — 2 P,,—= —262 and (P,,)o = 38; (see 
the first figures of column 8 and 9). From these values we derive the 
components K,, and Kı, of the next section (1) by adding to them the 
values Pı,x, = 2 and P,,= 75, representing the external load-components 
of the joint 1. In a similar manner all following figures of the columns 8 
and 9 are obtained. 

The equilibrium against rotation of segment (i) lying between the cross- 
sections (i) and (i + 1) — see fig. 2 — requires 


AMu=(Kıd)ı Ay—(Kıylı-A x. 


Therefore the differences AM} of two consecutive bending moments can 


Meu=Mir +AaM 


X) (Kıylan 


Be; A = 
K I 


Bige2, 


be obtained by tabulating Kıx.Ay and —K,,. Ax and by adding every 
two corresponding values. The work is done in the columns 10, 11 and 12. 
It will be seen that the values to be inserted in these columns have been 
divided by the factor 102; consequently the multiplying factors underneath 
the columns have been multiplied by 102 and therefore are represented by 
10-4 a2p instead of 1073 ap. 1073 p. 

In an obvious way the bending moments M? can be derived from column 
12, on the assumption that the statically undeterminate bending moment 
M'** in the joint O be zero (see column 13). In point of fact this moment 
M** exists and is defined by the statement that no relative rotation occurs 
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between the sections 0 and 10. As this rotation is represented by 


10 
2 Mı: Si 
0 

— where M,= M?’ + M'* stands for the total bending moment — the 
magnitude of M°* can be derived from 


2M,S:+Mı 2S;—=0 


r 


so that 


or takıng mto account that S,;, = s:E*'/(i=1,2,....9) and S,=s:2E* 
(Fl and), 


10 
San u 
a re. __ 8026—803 


IV = T: e 10 1228 


except for the multiplying factor 10. a2p. 

To avoid decimals the value of M'* has been inserted in column (14) 
alternatively two times as 722 and one time as 723. 

The resulting bending moments M at the joints are given in column (15). 

Multiplication of these moments with the corresponding coefficients of 
elasticity S; leads to the relative rotations Ay} of every two consecutive 
segments s (column 16). The absolute rotation p, of the segments follows 
directly from these values 7”) (column 17). 

I£ the displacements of the joints in the direction of the y-axis are 
denoted by v, it is an easy matter to deduce the difference Av, of two 
consecutive joints from the rotation @, of the interjacent segment. It is 
seen at once from the similarity of the two hatched triangles in fig. 3, that: 


—- ÄAussn =Äx:s 
resp.: 
IE en N. 


and the displacements v, themselves are readily deduced from these quan- 


7) Once for all it is left to the reader to control the multiplying factors underneath 
the columns; some care has to be taken in considering the “scale” effect discussed at the 
beginning of $ 3; a factor s introduces a coefficient a; a factor h involves a coefficient ß, 
a factor I accordingly a coefficient f?; a factor r introduces a coefficient y, a.s.o. 
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tities Av, if we start from the joint 10, the v-displacement of which is 


zero (columns 18 and 19). 


Before going on with the explanation of table I, we now have to pay 
some attention to the question whether the displacements v; will perceptibly 
change their value, if the ring under consideration is no longer prismatic 


Pre ei 
MT I Au ! RN 
Ir —— 
I TAU EBENE — 
All | 
| x 
| # 
(, 
h 
Yhk 


Pin 


but "curved” with a radius r such as to represent a real gauge-ring 
Iying between two meridional planes including an angle dy (fig. #). 

Such a ring loaded by an internal pressure p is subject to a resultant 
[force dK which tends to move it in the y-direction. If the gauge should be 
shut by two material meridional planes and again be subjected to an 
internal pressure p, it naturally should be in equilibrium. Therefore the 
just-mentioned force dK is balanced by the steam pressure on the end- 
planes. IF OÖ denotes the surface of such an endplane, and Z its circum- 
ference, the tangential normal stress o,, which has to be introduced in the 


p 
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10-#+shadß 


10-5 
10-3 a 


4.02 
10-102 p 
10-1a2 p 
10-1 a2 p 
10-1a2 p 
10-3a p 
10-3a p 
10-3a p 
10-3«ap 
10-3ap 


10-3 a 
10-3 «a 
10-3 a 
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side-planes of the open gauge ring to maintain the required equilibrium, 
follows from the equation 


rlhr=pV;, mp 


The internal excess-pressure, occurring at the height x, amounts to 


pe+ty)dy—prdy _py 
rd r 


and is normally directed to the wall. T'he tangential stresses o, at the same 
height result in a pressure p’ 


‚_4hdy _orh 


rdw er Lr 


in the direction of the negative y-axis. 
Therefore the curved gauge-ring distinguishes itself from the straight 
ring by an extra load system, which is represented in fig. 5, and the 


Jake, 5% 


question to be solved is, whether this loadsystem affects noticeably or not 
the displacements v, belonging to the straight ring. 

The answer can be obtained by calculating the extra-displacements v, 
along the same line as the primary displacements v,. To this end the 
external forces Pı, and P,, produced by the extra loadsystem must be 
calculated; they are represented in the columns 6b and 7b of table I, and 
it is seen at once, that the influence of these forces can be neglected. 

It now remains to test whether the displacements v, are compatible or 
not with the requirement, that the material points of the end-cross-sections 
V, and V, of the gauge ring must remove to other planes V; and V3, the 
position of which may be defined by two quantities &, and ®9,, representing 
respectively the specific elongation of the non-material centerline of the 
gauge, and the specific change of angle between the planes V, and V,. 
Obviously the requirement is not fulfilled and therefore an extra system 
of stresses must be introduced in the side-planes of the ring to produce 
the real state of strain. This system of stresses will be determined in the 
next paragraph. 


To be continued,. 


Medicine. — Lesions partielles du nerf vestibulaire et de ses voies cen- 
trales. Ill. Par A. DE KLeyn. 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 


Il n’est pas de mon intention de traiter cette question en long et en large 
et de disserter la litterature si vaste A ce sujet 1). Ce rapport est simplement 
une analyse plus precise d'une question qui ä l’'heure actuelle a &t& rarement 
l'objet d’une &tude approfondie. Je garde sous silence les rapports de 
nombreux auteurs, qui ont observ& des l&sions partielles du nerf vestibu- 
laire se traduisant soit par la presence d’une &preuve calorique et l’absence 
simultanee de l’&preuve rotatoire, ou inversement; soit encore par la 
presence simultanee d'un nystagmus provoque et l’absence de tout signe 
de l'indication et soit enfin par la presence d’une certaine excitabilit&e du 
labyrinthe constatee par l’&preuve de l'indication sans autre trace con- 
statable de nystagmus. 

Le but de ce rapport est une &tude plus detailldee de quelques lesions 
partielles du nerf vestibulaire, concernant: 

Les r&actions d’adaptation statique. 

Les positions compensatrices des yeux. 

Le nystagmus horizontal. 

‚ Le nystagmus rotatoire, 

Le nystagmus vertical. 


Bunw» 


A. Les reactions d’adaptation statique. 


Certains rapports ont deja signale quelques exemples oü les reactions 
d’adaptation statique furent absentes et oü toutes les autres reactions 
vestibulaires furent pr&sentes ?), oü inversement 3). Ces exemples ne nous 
semblent pas si rares ä condition que tout examen vestibulaire se complete 
par la recherche des reactions d’adaptation statique. 


1) E.a. AUBRY et OMBREDANNE, Etude oto-neurologigue et chirurgicale du vertigo, 
Masson 1937, 

BALDENWECK, L., Revue d’oto-neuro-oculistigue 5, 401 (1927). 

BARRE, M. J. A., Confinia neurologica, 1, 49 et 128 (1938); Revue d’oto-neuro-ocul., 
16, 419 (1938). 

GRAHE, R., Hirn und Ohr, Thieme 1932. 

GÜTTICH, A., Ztschr. f. Hals wws. heilk., 36, 78 (1934); Ztschr. f. d. ges. Neurol. und 
Psych., 165, 148 (1939). 

JONES, I. R., Equilibrium and vertigo, Lippencott, 1918. 

KLESTADT, W., Handbuch der Neurologie, Bnd IV., Springer 1936. 

MAYBAUM, W., Annals of Otol. Rhin. and Laryng., 48, 484 (1939). 

ROGER, H., Revue d’oto-neuro-ocul., 5, 470 (1927). 

2) RADEMAKER, G. et GARCIN, R., Revue Neurologique 4, (April 1932) et 5, (Nov. 
1933). 

ae G., Reactions labyrinthiques et &quilibre, Masson Paris 1935. 

») KLEYN, A. DE und VERSTEEGH, C., Acta Oto-Laryng. 24, 34 (1936). 

Sy 


/BR 


Depuis le rappart, puhlie en 1996, jal eu Voceasion d’observer sept cas 
‚le ve genvre, Dans quatre ons les reactions d’adaptation Furent nettement 


presentes, et les aufres reactions vestibulaires absentes, ou A peu pres, 
Dans les tmmis aulves ns toutes les reactions vestibulaires Furent presentes 
sans tmuver quelgues traves des rönetions d’adaptation statique, 

Vier un enemple (de la premiere sörle, 

I, Prösenve les reactions «dl ardlaptation statigue et absence de toute 
reartion veatthulaire 


Munster 8, age le FU ana (aypliliiigue eongenital) Fur deerit dans un rapport 
anlerleun I) ver Images elnemalsgraplienes 

anne #Halepue 

Aush aumllte abale Kilaterslı 

KHanmen wwarlkulateeı Bpwenwe ealorlque (eat chatde et Froide) executes avec des 
yuantiiea len ellllerenten el erlsanmlen 

Alten le myalauımnaı abwenne de leprenve de Vindieatlon reaetlonnelle, 

Kprenoe  Pufatsire  Gllsege elertrlgue): Absenee de tout nystagmus  postrotatoire 
harlanminl, verbenl er vntateive, Alwenee de tante epreuve de lindication reactionnelle 
praltatatelte, Anetune tenelanee AI che, ateine Aensatlon aubjechve de vertige, 

Kwenve yalwantguei pas de hyatsgina, Aateune bendance A la chule, 

Kennons sl alaptanın afaftıpmeı prösenee (welt planches einematographigues: Acta 
Oleharyaunlaglen Iave olh) 


In les 4 cas non publies etalt un heredo-syphilitique, Deux cas souf- 
inlent lu aynlmmme de Meniere et ne presentalent aucune anomalie interne 
et neninlogpieue, Knie ves cas etait I histoire d’un traumatise, Le quatrieme 
et slernter ons Tlera Kohjet une description detaillee en page 790, 

Varel un eremple de la deumieme eategoriei 

4 Alwenve les reautions dd adlaptation statlque et presence de toutes les 
warttons verfihulairea, 


Mine 8, Feine Agee de 93 na, presentant un aynerome de Mernföre, soulfrait de 
veriigea pnlalbeleen, vinmteapmenta Ble, 

Kanmen interne: nunmal 

Aultttem warn 

Kanmen vwatbulatme Prouhlos apanfansar par de nyatagınus spontane, pas de nystagmus 
de pl Pan le menehlan de Pinieabton apontanee, Km nystaginus rotatoire violent 
apart los se In tele an Fechtasatt en arrlöre en se tourmant vera la gatche, 

Kpemun nitarsten Tevagyre et derttogyre normale, 

Kanehion le Kimlientton teaetlonnelle: normale et typigue, 

Kpeenes vater warmale (easeutee nver len chaude et leau Froide), le labyrinthe 
unuche arınlle un pen plus Bwrttalle, 

Neanftane arlaptatton alaltımeı absenee forale, 

I enellallen Bere el vaptie Hana Ines Bitemporal et dans Faxe longitudinal pro» 
ver In elite de In mmlade 


ans Je deunieme ons on trotivalt eygalement le syndrome de Meniöre 
mals Anna anelne ansmalle interne et neurologigue, Le troisieme cas etait 
prahablement une ayringobulbie de la region du CM, 

Nas aunlons Blen put mettre con cas en parallele avec les observations 


') KERN, A, bie um VEnstekim, C, Acta Oto-laryngoloulen, 24, 34 (1936). 
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decrites plus haut qui presentaient une absence des reactions nystagmigques 
et la presence du signe de l'indication reactionnelle, Ceci nous auralit peut- 
etre laisse prevoir que les reactions d’adaptation statique, tout comme 
l’epreuve de l'indication reactionnelle, seraient des reactions types des 
extremites et seraient donc toujours simultanement presentes ou absentes, 
D’apres les deux cas rapportes plus haut, cette hypothese est fausse car 
nous pouvions observer dans le premier exemple la presence des reactions 
d’adaptation statique et l'absence totale de tout signe de lVindieation 
reactionnelle et dans le second exemple la presence du signe de l'indieation 
reactionnelle et l’absence simultanee des reactions d’adaptation statique, 

Nous pouvons donc admettre en conchusion que les reactions d’adaptation 
statique sont des reflexes tout differents des autres reflexes labyrinthaires 
ou en d’autres termes sont des rellexes qui ne suivent pas les m&emes voles 
dans le systeme nerveux central, 


B. Les positions compensatrices des yeux, 


Nous connaissons ä l'heure actuelle trös peu au sujet de la presence 
et de l’absence isol&e de ce röflexe parce que sa recherche est de tres longue 
duree et tres compliquee et par consequent rarement executee lors d'un 
examen clinique, D’autre part, presque toutes les methodes connuen 
jusqu’ä present n’eliminent pas avec la certitude prösum6e les rellexen 
d’origine cervicale et peuvent ainsi fausser serieusement les conchisions, 
Les difficultes mentionnees &taient Ja cause que le nombre d’observations 
publiees par VERSTEEGH et moi-m&me &taient peu nombreuses, non obstant 
l'existance d’une methode publiee par nous 5), ot lexclhusion de tout 
reflexe cervical nous semble certaine. 

Cette exclusion est cependant indispensable, car elle nous a permis d’ob- 
server chez des labyrinthectomises l'apparition possible ou pas des positions 
compensatrices des yeux par l'elimination de ces rellexes cervicaux ®), 

Il nous a sembl& dans ces quelques rares observations que, tout comme 
les reactions d’adaptation statique, les positions compensatrices des yeux 
peuvent isolement manquer ou &tre presentes et sont done considereen 


5) KLEYN, A, DE and VERSTEEGH, ©, Acta oto-laryngologica, 6, 170 (1923) Jnlı ol 
Laryng. and Otol., 39, 686 (1924). 

6) Voir aussi page 549: comme rapporte dans ce passage, KOMPAIENFTZ algnale 
avoir observe que parmi les sourds-muets les positions compensatrices des yeux peivent 
parfois etre absentes et les autres reflexes presents et que inversement dans d’autres can 
il a pu constater une absence totale des reactions rellexes enloriques galvanlquen et 
post-rotatoires et Ja presence simultande des positions compensatrices, Les observations 
de KOMPAJENETZ ne sont pas probantes car il a nöglige dans ses examens lexelhision 
certaine des reflexes cervicaux, (voir aussi KOMPAGNEETZ, 5, Acta Oto-lanyng. 21, 529 
(1934) et BorrIES, Monatschr, f, Ohrenhu 56, 30 (1922), Borkirs obtenalt encore 
des reactions caloriques en absence de tout rellexe post-rotatoire et des positions compen- 
satrices. Ces observations talent egalement peu probantes pour ce que Fauteur m avalt 
pas evite d’une fagon certaine les röllexes cervicaux et recherchait les renctons ealoriquen 
seulement par l’eau froide), 
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comme une reaction isol&e de l’appareil vestibulaire. Quelques exemples 
peuvent prouver cette maniere de voir, 

1. Presence des positions compensatrices des yeux et absence de tout 
reflexe nystagmique. 


V.B., gargon de huit ans. 

Anamnese en date du 1-—3—1924: l'’enfant ayant contracte une diphtherie deux ans 
passes, souffre depuis lors d’une instabilite ä marche progressive, localisce dans les 
membres inferieurs, Il tombe de temps en temps dans une direction bien determinde 
lorsqu'il entre dans une chambre. Signalons cependant que l’enfant &tait sujet A des 
acces lipothymiques irr&guliers et que dans la famille du cöt& de la mere nous retrouvons 
un cas d’epilepsie. 

Examen interne et neurologique: normals. 

Examen serologique: B.W. negatif (dans le liquide cöphalorachidien), Toutes les autres 
r&actions serologiques sont normales, 

Examen radiologique: Os temporal (en incidence de Stenvers): normal. 

Audition: voix chuchotee: normale (des deux cötes), T’ympans normaux, 

Examen rhinologique: nez et sinus normaux. 

Examen vestibulaire: Troubles spontanes: Pas de nystagmus spontand, Seulement: 
Presence d’un nystagmus battant vers la droite, lors du regard dirige vers la droite. Pas 
de nystagmus de position. Absence de tout signe de l’indication spontande (l’epreuve 
de lindication spontande du bras gauche se dirigeait d'une fagon inconstante vers l’exte- 
rieur). L’&preuve de la d&marche montrait d'une fagon inconstante une deviation vers la 
gauche ou vers la droite, 

Aucune reaction ne parvenait A declencher un nystagmus: 

Epreuve calorique (chaude et froide): pas de nystagmus. 

Epreuve galvanique: absence totale de nystagmus. 

Epreuve rotfatoire (dextrogyre et levogyre): pas de nystagınus postrotatoire horizontal, 
vertical et rotatoire. 

Le signe de l'indication reactionnelle se presente seulement lors de l’Epreuve calorique 
du labyrinthe droit. I] faut remarquer l’absence de toute sensation subjective de vertige 
pendant toutes les Epreuves labyrinthiques, 

Les positions compensafrices des yeux apparaissenf nettement dans les deux positions 
laterales, droite et gauche, Nous trouvons une rotation de 10° du globe oculaire en posi- 
tion laterale droite et une rotation de 6° en position laterale gauche, 

En date du 25>—V--1934 donc dix ans plus tard, j'ai eu l’occasion de reexaminer cet 
adolescent äge maintenant de 18 ans. Vers ce moment, il a presente quelques acces de 
vertiges. Le tableau clinique anterieur &tait cependant rest& inchange ä l’exception d’une 
surdite totale de l’oreille droite qui s’6tait installee depuis deux mois, Les reactions 
d’adaptation stafique &taient intactes (Film). 

Le 20—10—1939 (cing ans apres), notre malade nous confirme une sante parfaite, A 
tel point qu'il lui est possible de participer ä des competitions sportives (football). 
Aucune &preuve cependant ne peut declencher une trace de nystagmus, Les reactions 
d’adaptation statique sont restees normales et inchangees 


Remarquons donc, que l’examen de ce garcon chez qui une souffrance 
nerveuse centrale doit &tre admise, nous revele une r&action compensatrice 
des yeux tres normale, une absence totale de tout nystagmus reactionnel, 
des reactions d’adaptation statique normales, et la presence d’une &preuve 
de l’indication reactionnelle d’origine monolabyrinthique. 

Un point interessant dans cette observation se retrouve dans la presence 
et dans l'absence simultanee de deux reflexes labyrinthiques oculaires. 
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Ceci nous amene donc ä admettre la presence de deux voies intracerebrales 
completement differentes au point de vue anatomique. 

2. Absence des positions compensatrices des yeux dans une des posi- 
tions laterales et presence de toutes les formes de nystagmus. 


OÖbservation, M.C., homme, Age de 48 ans”), 

Le malade ressentit avant trois semaines, une douleur localisee dans les deux oreilles 
mais plus prononcde A gauche et accompagnee d'une certaine instabilit£ dans sa marche 
avec «deviation vers la droite et d’une sensation ininterrompue de vertige, La meme 
nuit une otorrhde apparait a l'oreille gauche et deux jours plus tard ä l’oreille droite. 
Une sensation vertigineuse et un &tat nausceux survenant specialement lors de chaque 
mouvement de la tete ne quitte pas notre malade, 

Examen interne: normal, 

Examen neurologique: Les rellexes corneens et abdominaux sont moins vifs A gauche 
qu’ä droite, La sensibilite du cöte gauche semble un peu troublee. 

Audition: oreille droite: normale, oreille gauche: voix chuchotee entendue ä 30 cm. 
Examen aux diapasons: surdit@ typique labyrinthique. 

Examen radiologique (en incidence de STENVERS) normal, 

Examen vestibulaire: Troubles spontanes: pas de nystagmus spontang, pas de nystagmus 
de position, Absence du signe de l'indication spontande. 

Epreuve calorique: excitabilite normale) des deux labyrinthes avec le signe typique 
de lindieation reactionnelle, 

Epreuve rotatoire: l&vogyra et dextrogyre: normale, 

Le nystagmus post-rotatoire est de meme durde avec le signe de l'indication r&action- 
nelle typique, Les positions compensafrices des yeux sont absenfes en position laterale 
gauche de la töte (seulement -1°) ef presentes en position laterale droite (13°). 


Nous trouvons dans ce cas, concernant le labyrinthe gauche, une diver- 
gence entre les positions compensatrices des yeux et les autres reflexes 
labyrinthiques, Une certitude absolue concernant l'origine centrale ou 
peripherique n’a pu &tre demontree, Ce tableau clinique est trouv& lors 
d’une otite, Autrefois VERSTEEGH et moi-m&eme avons admis l’existence 
d’une l&sion dans la partie inferieure du labyrinthe peripherique, en admet- 
tant qu'une lesion de la cochlee expliquerait d'une part les troubles auditifs 
tandis que d’autre part les troubles des positions compensatrices des yeux 
seraient provoquces par une lesion sacculaire. Tous les autres reflexes 
seraient normaux par l'integrit& de la partie superieure du labyrinthe 
peripherique, Cette interpretation fut reconnue fausse le jour qu'on put 
demontrer en physiologie que le saccule chez les mammiferes ne possedait 
aucune fonction vestibulaire 8). En admettant l’existence d’une lesion 
peripherique les positions compensatrices des yeux trouveraient dans ces 
conditions leurs origines dans l’utricule, les troubles auditifs dans les 
cochlees et les autres reflexes vestibulaires, normaux dans ce cas, dans 
l'appareil semicirculaire. 

Il n’est cependant pas tout A fait exclus que la lesion pourrait trouver une 
cause centrale, et que dans ce cas aussi, les voies intra-cerebrales des 
differents reflexes vestibulaires ne suivaient pas Ja m@me route; une lesion 

?) Deja publie anterieurement: Jnl, of Laryng. and Ötol., 39, 686 (1924). 

8) VERSTEEGH, C., Acta Oto-laryng., 11, 393 (1927). 
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centrale bien localisee serait la cause de la divergence trouv&e entre ces 
deux reflexes labyrinthiques. Aussi les petits troubles neurologiques, 
observes chez ce malade, seraient peut-&tre la signature d’une lesion 
localisee dans le systöme nerveux central. 


C. Reactions isolees des canaux horizontau«. 


1. Presence de la fonction reflexe des canaux horizontaux et absence 
simultanee de la fonction reflexe des canaux verticaux. 

Parmi ce groupe de malades on retrouve des cas qui presentent le fameux 
symptöme d’EAGLETON. 

EAGLETON 9) revient en 1912 le grand merite d’avoir observe et 
signal& plusieurs fois la presence isol&e des reflexes partant des canaux 
horizontaux et l’absence simultanee des reflexes s&micirculaires verticaux, 
specialement dans des processus pathologiques localises dans la fosse 
cerebelleuse. De nombreuses longues &preuves caloriques froides des 
labyrinthes avaient fait naitre cette conclusion, Cette &preuve calorique 
froide se faisait de la maniere suivante: Par l'injection d’eau froide dans le 
conduit auditif externe, on d&clenchait un nystagmus rotatoire lorsque la 
tete &tait flechie en avant d’environ 30° et un nystagmus horizontal lorsque 
la tete est flechie en arriere d’environ 60°. Le fonctionnement normal des 
canaux verticaux serait traduit par l’apparition d’un nystagmus rotatoire 
et le fonctionnement normal des canaux horizontaux par l’apparition d’un 
nystagmus horizontal. Le m&me principe s’appligque ä quelques variantes 
de cette methode d’examen e.a. en flechissant la tete sur l’epaule du cöte 
non inject& (position III de BRÜNINGS, position II de BARRE). 

Les auteurs ame£ricains 10) rattach&nt ä ce symptöme une grande valeur 
localisatrice, tandis que BARRE, BALDENWECK, GRAHE, NYLEN 11) et 
d’autres encore admettent ce symptöme comme pathognomique d’une 
affection centrale, mais tres peu important concernant la localisation 
exacte de ces affections. 

AUBRY et CAUSSE 12) ont remargue ä juste titre que pour interroger la 
fonction des canaux verticaux, la methode de l’&preuve calorique est tres 
incomplete pour y rattacher une certaine importance et devrait &tre com- 
pletee par une &preuve rotatoire (nystagmus post-rotatoire gyratoire et 
vertical) et par une &preuve galvanique. Par les publications on peut 
observer qu’il est rare de trouver des rapports dans lesquels sont men- 
tionnees les differentes formes du nystagmus post-rotatoire. Ceci trouve 
son origine dans le fait que la plupart des cliniques ne possödent pas une 
table tournante actionnee par une force matrice (&lectrique). Les examens 
executes autrement (chaise tournante) obligent les malades de placer la 


9%) e.a. EAGLETON, Laryngoscope, 33, 483 (1923). 

10) JONES, loc. cit.; WISHART, D. E. S., Journ. of Lar. and Otol, 38, 109 (1923). 
MAYBAUM, Annals of Otol. rhin. and Laryng., 48, 484 (1939). 

11) NYLEN, C. O. Acta Oto-laryng., Supplement XIII, 1931. 

12) AUBRY, M. et CAuSSE, R., Ann. d’Otol. laryng. 1, 1331 (1931). 
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tete dans les differentes positions dans l’espace (en avant, en arriere et 
sur le cöte). Cette maniere d’examiner est tr&s penible pour les grands 
affectes du systeme nerveux central et laissent toujours des possibilites 
de voir apparaitre des reflexes cervicaux produits par ces differentes 
flexions de la t&te sur le cou. 

AUBRY et CAussE 13) resolurent le probleme en placant un brancard 
sur un disque tournant. Un examen en position assise, en decubitus dorsal 
et sur le cöte est ainsi tr&s bien support par les grands malades du fait 
que la roue tournante est activee par un moteur &lectrigue empechant toute 
acceleration abnormale de la vitesse de rotation. Depuis 1929 tous nos 
malades &taient examines de cette maniere. 

Dans les dernieres ann&es nous avons encore perfectionn& cette möthode 
a la clinique d’Amsterdam. Le brancard est fix& sur la roue de cette facon 
que le centre du disque tournant passe exactement par la töte du malade 
ce qui annule tout force centrifuge qui aurait pu se developper pendant la 
rotation et influencer ainsi peut-&tre nos examens. 

La methode d’examen d’AUBRY et CAuss£ possede donc deux imper- 
fections, parce que, d’apres les photos publiees dans leur rapport, 19. le 
brancard est plac& simplement sur une chaise tournante, laissant la t&te 
sous l'influence des forces centrifuges, et 20. les malades sont couch&s sur 
le dos, la tete tourne&e sur le cöt&, pour contröler le nystagmus vertical post- 
rotatoire. Cette position laisse toujours des possibilites de declencher des 
reflexes cervicaux. Afin de les &liminer avec toute la certitude tout le 
malade doit prendre la position couch&e sur le cöte, la t&te &tant alors dans 
un axe parallele au tronc. 

Nous avons observ& jusqu’ä l’heure actuelle trois cas oü le nystagmus 
horizontal &tait present et oü le nystagmus post-rotatoire gyratoire ef 
vertical &taient absents. Ce fait ne s’accorde pas avec les observations 
d’AuBry et Caussf£, disant „Nous pouvons dire qu’une longue pratique de 
ces &preuves nous a montre, que le trouble qui frappe la reflectivite des 
canaux verticaux, touche exclusivement le nystagmus rotatoire, alors que le 
nystagmus vertical est parfaitement normal’. Ces auteurs signalent 
d’ailleurs n’avoir observ& jusqu’ä present aucun cas oü la fonction des 
canaux verticaux fut entierement absente 14). 

Le premier cas des trois &tait une personne (äg&e de 45) syphilitique ä 
Bordet-Wassermann positif dans le sang et negatif dans le liquide 
cephalo-rachidien. L’examen interne et neurologique furent normaux. Le 
second cas &tait une femme, ägee de 47 ans, souffrante d'une atrophie olivo- 


ponto-cerebelleuse. 


Le troisieme cas &tait une femme ägee de 34 ans. 
Transferee dans la clinique neurologigue cette personne presentait de I’heredo-syphilis. 


13) ]oc. cit., voir aussi: KLEYN, A. DE et VERSTEEGH, C., Dtsch. Ztschr. f, Nerven- 


heilkunde, 132, 157 (1933). f 
14) Voir aussi AUBRY, M., ROBIN, V. et MOLLARET, P., Syndrome vestibulaire 


central chez un chien, Annales d’Oto-laryng. 1213 (1933). 
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A läge de 14 ans, elle avait souffert d’une keratite neuro-paralytique, L’acuite auditive 
avait diminue progressivement et un dtat vertigineux avait apparu les derniers temps. 

Examen serologique: Sang: Bordet-Wassermann -+- (0,6); Sachs Georg! + (0,6), 
Kahn -+, Liquide cephalo-rachidien: Bordet Wassermann: negatif, Absence de cellules. 

Audition: oreille droite voix chuchotee: entendue A 115 meötres, oreille gauche: voix 
chuchotee: entendue ä 40 centimetres. Des deux cötes: surdite type labyrinthique, 
Tympans normaux. Examen rhinologique et laryngologique: normal, 

Examen vestibulaire: 

Troubles spontanes: en regard direct et vers la gauche: faible nystagmus battant vers 
la gauche; en regard vers le haut; vers le bas et vers la droite: pas de nystagmus, Ein 
position laterale gauche de la tete ou en position laterale gauche de tout le corps de la 
malade apparait un nystagmus typique battant vers la gauche, 

En position laterale droite de la tete ou du corps: pas de nystagmus, Pas de signe de 
lindication spontance. 

Epreuve calorique (froide et chaude): Hyperexcitabilit des deux labyrinthes, Pas de 
signe de l'indication reactionnelle, Une injection d’eau en differentes positions de la 
malade ne declenchait aucun nystagmus rotatoire, mais faisait apparaitre, le malade place 
en decubitus dorsal, un nystagmus horizontal violent apres avoir excite le labyrinthe 
droit ou gauche, 

Epreuve rotatoire, 

En position assise: sens dextrogyre: presence d'un nystagmus post-rotatolre horizontal 
typique, battant vers la gauche, duree 18”, sens l&vogyre: presence d’un nystagmus post- 
rotatoire horizontal typique battant vers la droite, durde 15”, 

En decubitus dorsal et lateral: pas de nystagmus post-rotatoire vertical et rotatoire, 

Epreuve galvanique: 

Oreille droite: Cathode conduit auditif externe (anode main droite) nystagmus 
horizontal battant vers la droite a 2} milliampere, 

Anode conduit auditif externe (cathode main droite): nystagmus horizontal battant 
vers Ja gauche ä 1 milliampere, 

Oreille gauche: cathode conduit auditif externe (anode main gauche) nystagmus 
horizontal battant vers la gauche ä 1} milliampere. 

Anode conduit auditif externe (cathode main gauche): nystagmus horizontal battant 
vers la droite a 1} milliampere. 

Reactions d’adaptation statique: les reactions n’6taient pas totalement absentes mais 
tres serieusement troublees, 


Dans ce cas on pouvait observer que toutes les &preuves qui interrogeaient 
la fonction des canaux s&micirculaires verticaux &taient totalement absentes. 
Les epreuves interrogeant la fonction des canaux horizontaux &taient 
presentes et normales. 

2. Absence de fonction des canaux semicirculaires horizontaux et 
presence simultance de la fonction des canaux semicirculaires verticaux. 

Observation: relat&e dejä anterieurement. 


Une jeune fille agee de 7 ans, souffrait, apres avoir contract une coqueluche et une 
infection grippale, de crises de „petit mal”, On peut constater ä l’examen de la malade 
une tres legere excitabilit€ des canaux horizontaux et une fonction tres normale des 
canaux semicirculaires verticaux (faits cliniques constates par l'epreuve rotatoire et 
calorique) *P). 


15) Travail dedie au Professeur V. I, VOYATCHEK Editions d’Etat, Publications 
biologiques et medicales de Leningrad, 1936. 
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FiscHEr 16) constata chez une syphilitigue non-obstant une inexcitabilite 
calorique totale et l’absence d’un nystagmus horizontal post-rotatoire, la 
presence d'un nystagmus post-rotatoire vertical et rotatoire normal. 

Deux cas analogues ont encore 6t& observes depuis lors. 


Le premier cas est une observation d’un jeune homme äge de 24 ans. Le debut de 
l'histoire datait depuis 3 semaines environ et avait commence par des crises de vertige 
accompagndes de vomissements multiples et de bourdonnements dans l’oreille droite. 
Le vertige etait du type rotatoire dans les sens des aiguilles d’une montre, En tout 
s’etalent presentes des le debut six crises et le malade semblait pour le reste ötre en 
parfaite sante, 

ixamen celinique 

Audition: volx chuchotee: oreille droite entendue A 4, metres, oreille gauche entendue 
aA 5 metres, On observe une surdit@ legere du type labyrinthique. 'T'ympans normaux. 

"xamen rhinologique et laryngologique: normal, Ulrine: normal, 

Ixamen serologique: sang: Bordet-Wassermann negatif, Sachs-Georgi negatif. 

Examen vestibulaire: "T'roubles spontands: pas de nystagmus spontane, pas de signe de 
lindication spontande, 

‘preuve calorique (la malade &tant en decubitus dorsal). Des quantites d’eau croissantes 
de 5 ec, A 75 cc, ne declenchent aucun nystagmus, m&öme pas en position extreme du 
regard, vers la direction presumde de la phase rapide. 

Eipreuve rotatoire, 

‘n position assise: sens dextrogyre: une secousse nystagmique horizontale post-rotatoire 
ctait observde, sens I&evogyre: trois secousses nystagmiques horizontales post-rotatoires. 

Ein deeubitus lateral: nystagmus post-rotatoire vertical. 

sens dextrogyre: 23 secousses en 13”; sens l&vogyre: 19 secousses en 13”, 

En deeubitus dorsal (nystagmus post-rot. rotatoire 

sens dextrogyre: 24 secousses en 12”; sens levogyre: 18 secousses en 10”, 

Deux semaines apres l’examen, le patient nous revenait et confirmait la disparition 
totale de ses plaintes, Depuis lors il n’a plus jamais et revu ce qui nous a empöche de 
completer notre examen vestibulaire et de posseder un rapport neurologique detaille. 


Le deuxieme cas est une observation d'un garconnet äge de 8 ans, atteint de surdite 
congenitale, ce gargon presentait une surdit& absolument totale de l’oreille droite et quasi 
totale A gauche oü la voix hautement parlee fut entendue encore a 50 cm, de distance. 

Examen vestibulaire: 

Epreuve rofaloire: sens dextrogyre et levogyre: absence d’un nystagmus post-rotatoire 
horizontal, Presence d'un nystagmus post-rotatoire vertical et rotatoire. 

Epreuve calorique: (en decubitus dorsal): 

labyrinthe droit: inexecitabilit@ totale; labyrinthe gauche: r&actions douteuses. 

L’cpreuve calorique en position assise n’a pas ete faite, 

Examen neurologique et interne: normal, 

Je signale A cette occasion encore une observation faite chez une femme, 
ägee de 43 ans, et souffrante de crises de vertige. Les examens neurologi- 
que et interne ne devoilaient aucune anomalie, L’examen radiographique 
des pyramides petreuses &tait normal. Par l’epreuve calorique execute en 
decubitus dorsal, efait declenche un nystagmus horizontal r&actionnel des 
deux cötes accompagn& d'une deviation r&actionnelle typique. Par l’epreuve 
rotafoire ne se declenchait par contre aucun nystagmus horizontal post- 


10) FISCHER, J., Monatschr. f, Ohrenheilk., 69, 613 (1935). 
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rotatoire mais bien un nystagmus rotatoire et vertical post-rotatoire. 
(Nystagmus rotatoire apres rotation dextrogyre, duree 11", levogyre dur&e 
13”. Nystagmus vertical apres rotation dextrogyre duree 15", levogyre 
1) 


D. Nystagmus rotatoire reactionnel. 


1. Absence isolee du nystagmus rotatoire reactionnel. 

Les rapports des auteurs frangais signalent bien souvent que la con- 
statation de l’absence isol&e d’un nystagmus rotatoire est tr&s souvent 
observee dans les affections du syst&me nerveux central. Plus sp&cialement 
est confirme cette these dans le rapport de AUBRY et Caussti. Pour ma 
part j'ai pu observer personnellement plusieurs cas analogues. Il me semble 
cependant qu’au cours des examens vestibulaires de ces cas l'absence isolee 
du nystagmus rotatoire r&actionnel post-rotatoire n'est pas totale comme il 
a sembl& ä premiere vue car dans plusieurs cas l’acceleration de la vitesse 
de rotation declenchait encore ä ce moment un nystagmus rotatoire 


invisible ä des vitesses moyennes ou basses. Cette constatation n’empeche 
pas pourtant de confirmer l’absence d’un nystagmus post-rotatoire 
r&actionnel constate ä des vitesses moyennes de rotation qui est la methode 
type d’examen pour les malades souffrant du systöme nerveux central 17), 

Un cas seulement sera rapport& oü la forme rotatoire du nystagmus 
calorigque manguait aussi. 


Observation: Une jeune fille, ägee de 15 ans, presentait des troubles neurologiques, 
localises dans le lobe frontal gauche (examinee par le Professeur BROUWER). Ces 
troubles &taient survenus chez l’enfant apres un trauma obstetrical lors de sa naissance, 
Les symptömes principaux etaient: de l’ataxie du bras droit, des troubles de la parole et 
de l’arrieration. Deux periodes d’aphasie de courte duree ont pu &tre constatees, L’enfant 
souffrait de fortes c&phalees et presentait depuis deux mois des crises de vertige, accom- 
pagnees d’une sensation subjective de deplacement de l’entourage. Il n’y avait aucun 
etat nauseeux pendant ou apres les crises. Quelques troubles vagues visuels etaient 
presentes pendant les crises, 

Audition: normale. Voix chuchotee entendue ä la distance normale, 

Examen rhinologique: deviation de la cloison nasale vers la droite. 

Examen vestibulaire: 

Troubles spontanes: Nystagmus battant vers le haut, le regard dirige vers le haut. 
Nystagmus pendulaire, le regard fixe vers le bas, Pas de nystagmus spontane en regard 
direct, en regard lateral vers la droite ou vers la gauche. Pas de deviation spontande, 

Epreuve calorique: Injection de 5 cc d’eau a 35° dans les conduits externes des deux 
oreilles declenchait un nystagmus typique avec le signe typique de l'indication r&action- 
nelle. Seul le labyrinthe droit etait manifestement excitable par l’eau chaude, 

Il etait impossible de declencher un nystagmus rotatoire calorique bien que la töte füt 
placee dans les differentes positions dans l’espace et que des fortes quantites d’eau furent 
employees (75 cc. de 20 a 22°). Cette quantite d’eau apres injection en decubitus dorsal 
declenchait un violent nystagmus horizontal. 


17) Les malades sont tournes les dernieres annees a la clinique universitaire d’Amster- 
dam ä une vitesse de 10 tours en 50 secondes. Dans des cas exceptionnels sont 
employees des vitesses plus grandes. 
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Eipreuve rotatoire: 

in position assise (nystagmus post-rotat. horizontal): 

10 tours levogyres (32”): nystagmus postrotatoire battant vers la droite, duree 21”. 
10 tours dextrogyres (32”): nystagmus postrotatoire battant vers Ja gauche, duree 18”, 
‘n decubitus lateral droit (nystagmus post-rotat, vertical): 

10 tours levogyres (32”): nystagmus postrotatoire, battant vers le haut, duree 23”. 

10 tours dextrogyres (32”): nystagmus postrotatoire, battant vers le bas, durece 23”, 
Ein decubitus dorsal (nystagmus post-rotat. rotatoire): absence totale de nystagmus. 


Rechercher la presence des positions compensatrices rotatoires des yeux 
serait tr&s important dans l'avenir,. Cet examen, me semble, a toujours &t& 
neglige. Si par exemple nous avions pu constater la presence des positions 
compensatrices des yeux dans notre cas, nous aurions sürement pu con- 
firmer la possibilit@ des mouvements rotatoires des yeux. 

2. Presence elective du nystagmus rotatoire, absence de toutes les autres 
formes de nystagmus. Des cas de ce genre nous sont ä l’'heure actuelle 
inconnus et aucune publication n'en fait allusion. 

Je n’en ai jamais observ& personnellement. 


E. Reactions isolees du nystagmus vertical, 


l, Presence du nystagmus vertical et absence simultande du nystagmus 
horizontal et rotatoire, 

Ces observations ne me sont pas connues dans la litterature. J’ai pu 
observer personnellement un de ces cas typiques et un autre encore oü le 
nystagmus vertical &tait beaucoup plus prononc& (duree et amplitude) 
que le nystagmus horizontal et rotatoire, mais non totalement absent (Jeune 
fille ägee de 11 ans presentant une surdit& totale d'une oreille provoquee 
par une parotidite), 

Voici le cas bien typique: 


Observation: Un gargon, äge de 6 ans, 6tait devenu, avant 4 ans, totalement sourd de 
l'oreille gauche, victime d’un traumatisme un peu special, Un matin sa petite soeur jouant 
avec une aiguille A tricoter, avait laisse tomber celle-ci sur le sol. L’aiguille etait restee 
droite fixde dans une rainure du plancher, En voulant prendre celle-ci, le petit gargon 
trebuchait et tombait avec l'oreille gauche sur l’aiguille qui s’etait solidement fixce dans 
l'oreille. Avec force, l'’extraction devait se faire. 

De l'oreille gauche suintait un liquide sanguinolent et on pouvait observer un nystagmus 
spontane horizontal rotatoire battant vers la droite en regard direct. Teendance nette ä 
la chute du corps vers la gauche, la tete &tant droite par rapport au tronc. Trendance ä 
la chute vers l’avant la töte &tant tournde vers l’&paule droite, Sans aucun doute on 
pouvait confirmer la perte totale du labyrinthe gauche. 

Quatre ans plus tard, il y avait toujours une surdit€ complete de l'oreille gauche, une 
absence totale de troubles spontanes vestibulaires (nystagmus spontane, nystagmus de 
position et signe de l'indication spontande). 

Epreuve calorique: 

labyrinthe gauche: inexcitabilite, 

Labyrinthe droit: r&actions normales. Une injection d’eau froide declenchait un nystag- 
mus horizontal battant vers la gauche, le malade plac& en decubitus dorsal qui se trans- 
formalt instantandment en un nystagmus horizontal rotatoire battant vers la gauche 
lorsque le malade s’etait place en decubitus ventral. 
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Epreuve rofafoire: Cette epreuve nous donnait cependant quelques donnees interessantes. 

La rotation dextrogyre et levogyre ne declenchait pas de nystagmus post-rotatoire 
horizontal et rotatoire, 

Lepreuve de lindieation reactionnelle &tait normale et le nystagmus post-rotatoire 
vertical present: 

L’epreuve rotatoire dextrogyre (malade place en decubitus lateral droit) declenchait un 
nystagmus post-rotatoire battant vers le bas (16 secousses en 8”), 

L'epreuve rotatoire levogyre (malade place en decubitus lateral droit) declenchait un 
nystagmus post-rotatoire faible mais net, battant vers le haut, 

Reaction d’adaptation statique: symmetriques et vives, 


Ce cas est d'une interpretation tres difficile. Un premier fait a signaler 
est la possibilite de declencher un nystagmus horizontal par l'’excitation 
calorique du labyrinthe droit et non par l’excitation rotatoire. Un second 
fait est la presence d’anomalies vestibulaires du labyrinthe droit, apres 
une destruction totale et traumatique du lJabyrinthe gauche. Jamais n’a ete 
constate anterieurement un signe pathologique ou une anomalie vestibulaire 
du systeme nerveux central chez cet enfant, capables d’interpreter ces r&ac- 
tions vestibulaires abnormales de l'oreille interne droite. On peut admettre, 
qu’apres la blessure de l’oreille interne s’est install& un &tat de meningisme 
banal qui serait la cause de certaines lesions survenues A droite. 

2, Absence du nystagmus vertical, presence du nystagmus horizontal et 
rofafoire, 

Ces cas sont inconnus ä l’heure actuelle et la litterature n’en signale 
aucun, J’ai pu observer cependant un cas qui, a l’exception du nystagmus 
vertical battant vers le haut, presentait toutes les autres reactions vesti- 
bulaires, 


Observation: Homme äge de 48 ans fut admis A la clinique souffrant depuis une 
semaine de crises de vertige accompagnees d'une sensation subjective de rotation vers la 
gauche de l'entourage et d’une sensation subjective de chute vers la droite, Un etat 
nausdeux sans vomissements et sans perte de connaissance completait le tableau de ses 
crises, 

Audition: Legere surdite labyrinthique bilaterale, Voix chuchotee: oreille droite; entendue 
a 1% metres, orellle gauche; entendue A 50 cm, T’ympans partiellement calcifies. 

Examen rhinologique et laryngologique: normal, Simple deviation de la cloison nasale 
vers la droite, 

Examen interne: normale. 

Examen serologique: BORDET-WASSERMANN negatif, SACHS GEORGI negatif, 

Examen vestibulaire: Pas de nystagmus spontane, pas de signe de l'indication spontane, 
presence d’un nystagmus de position horizontal-rotatoire battant vers la gauche, le malade 
en deeubitus dorsal, töte tournee vers la gauche, Pas de nystagmus de position le malade 
place en deeubitus lateral gauche, tete placee symmetriquement dans l'axe du tronc. 
(Nystagmus provoque par la simple rotation de la tete vis a vis du cou et du tronc.) 

Epreuve calorique: excitabilite normale des deux cötes, 

Epreuve rofatoire: 

en position assise (nystagmus post-rotat, horizontal) 

10 tours dextrogyres: nystagmus post-rotatoire horizontal battant vers la gauche, duree 28”, 

10 tours levogyres: nystagmus post-rotatoire horizontal battant vers la droite, duree 26”. 
en decubitus dorsal (nystagmus post-rotat, rotatoire) 

10 tours dextrogyres: nystagmus post-rotatoire gyratoire battant vers la droite, duree 13”, 
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10 tours levogyres: nystagmus post-rotatoire gyratoire battant vers la gauche, durce 16”, 
En decubitus lateral droit (nystagmus post-rotat. vertical) 

10 tours dextrogyres: nystagmus post-rotatoire vertical battant vers le bas, durce 15”, 

10 tours levogyres: absence totale de nystagmus, 

Position laterale droite donne une rotation compensatrice des yeux de 7°, 

Position laterale gauche donne une rotation compensatrice des yeux de 3°, 


RESUME, 


Ces observations demontrent que les l&esions partielles du nerf vestibu- 
laire sont plus nombreuses comparativement au nombre rapporte dans la 
litterature. Bien que dejä des exemples multiples concernant l'absence ou 
la presence isol&e des reactions d’adaptation statique y soient signalees, 
il nous a sembl& que le signe de l'indication reactionnelle peut seulement 
mangquer avec presence simultanee et typique des reactions de l'adaptation 
statique ou inversement. Cette constatation confirme clairement qu'il 
nexiste aucun rapport direct entre ces deux types de reflexes, Un fait 
analogue concernant les positions compensatrices des yeux se retrouve aussi 
car elles peuvent &tre absentes totalement ou presque entierement dans ces 
cas oü toutes les formes du nystagmus sont nettement presentes, La m&eme 
constatation se retrouve aussi concernant les rellexes declenches dans les 
canaux semicirculaires horizontaux d’une part et concernant les reflexes 
partant des canaux s6micirculaires verticaux d’autre part, 

Tous ces faits, constates lors de nos examens semblent devoir montrer 
lexistence de voies nerveuses intra-cerebrales differentes et determinees 
pour chaque type de reflexe de telle sorte que linflux nerveux reflexe 
declenche soit par la recherche des positions compensatrices des yeux ou 
des reactions de l’adaptation statique, soit declenche par l'interrogatoire 
isole des canaux horizontaux ou verticaux passe par une voie intra-cerebrale 
propre ä lui, 

Cette specialisation semble encore exister davantage car on a pu observer 
des cas oü la forme rotatoire du nystagmus fut seulement absente et oü la 
forme verticale fut absente dans une direction, Tres typique est un cas 
observ& oü le nystagmus vertical battant vers le haut etait la seule forme 
absente de toutes les formes nystagmiques post-rotatoires, Un grand 
nombre d’examens vestibulaires precis, ex&cutes chez des malades neuro- 
pathiques, sont encore de la plus haute necessite afin de pouvoir connaitre 
anatomiquement les differentes voies suivies par ces influx nerveux reflexes, 
et afin de pouvoir ainsi servir precieusement la neurologie dans son 
diagnostic de localisation. 


Medicine, — Vestibular nystagmus caused by acoustic stimulation. By 
P. G. GERLINGS and A. DE KLEyn. 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 


In 1803 ERASmus Darwin, in his “Zoonomia or the laws of organic life” 
mentioned an audible vertigo “as is known by the battement or undulations 
of sounds in the ear''. After that many publications on vertigo, caused by 
more or less determined acoustic stimuli, appeared. BORRIES 1), however, 
with good reason pointed to the fact that different persons often state very 
different sensations of their vertigo; from literature too it remains mostly 
unestablished whether these sensations are of vestibular origin. 

We therefore chose for this communication the title “Vestibular nystag- 
mus caused by acoustic stimulation’’ on purpose as we have the intention 
to discuss only those cases in which a vestibular reflex was indeed caused 
by acoustic stimuli. 

The first paper about this affection, not a very supporting one, however, 
is found in the Arch. of Ohrenheilkunde 1881 (vol. 17, page 181). Here 
-BÜRKNER, giving the report of his out-patient department in Göttingen 
communicated (case 9): “In einem Fall von langjähriger rechtseitiger 
Mittelohreiterung, der ein zwanzigjähriges Mädchen betraf, fiel mir, zuerst 
bei der Einführung des Ohrtrichters, später auch beim Spritzen auf, dasz 
regelmäszig bei diesen Masznahmen Nystagmus der Augen eintrat. Eine 
genaue Untersuchung ergab schlieszlich, dasz sogar die Anstrengung des 
kranken Ohres bei den Hörprüfungen jedesmal zum Nystagmus führte. 
Die Kranke selbst merkte von den Bewegungen der Augäpfel nichts, die 
in der Augenklinik vorgenommene Untersuchung der Augen ergab nur 
negative Resultate”, 

In this case, however, it is very doubtful whether strictly speaking an 
acoustic reflex was present. We have the impression that this patient 
showed a so-called “readiness for nystagmus’, which accounted for the 
fact that a nystagmus occurred after various sensible stimuli whatever the 
nature of these stimuli was. BÜRKNER emphasized the fact that not only 
after acoustic stimulation, but also after inserting an ear-tube or after 
syringeing the ear, this nystagmus developed. 

UÜRBANTSCHITSCH, in his “Lehrbuch der Ohrenheilkunde’ 1901, wrote 
that sometimes he had been able to elicit a nystagmus by acoustic 
stimulation. Textually he wrote: “Nystagmus fand ich wiederholt durch 
akustische Einwirkungen ausgelöst vor, zuweilen durch bestimmte Schall- 


1) BORRIES, G. V. TH., Monatschr. f. Ohrenheilk., 57, 547 (1923). 
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einwirkungen oder durch einen bestimmten Ton’. In later publications, a.o. 
in another edition of his book (1910) 2) he only refers to the above- 
mentioned phrase of 1901, without any statement in which way his 
investigations were performed, on which tones his patients with nystagmus 
reacted and which form of nystagmus developed after the acoustic 
stimulation. 

Nor do the symptoms observed by BARAnY 3) and SCHWARTZ in their 
patient belong to the purely acoustic reflexes. T'hese investigators were 
able to elicit a non-vestibular undulating nystagmus by placing a (strongly) 
vibrating tuning-fork on the mastoid of the patient. It also appears from 
this communication that in this hysterica the same nystagmus could be 
elicited in another way, e.g. when the patient closed her eyes and BARANY 
himself tried to lift the upper eye-lid (test of STRANSKY). BARANY intended 
to write an extensive publication of this case, However, we could not find 
in literature a paper with more exact details. 

Rurrin %) published an important paper about two of his patients 
(1915). Both were suffering from a congenital lues and showed the so- 
called fistula-symptom of HENNEBERT, i.e. a nystagmus developing some- 
times in patients with congenital lues, after changing the air-pressure in 
the auditory canal and middle ear by compression or aspiration. 

Pronouncing the letter M and N one patient developed a dizziness and 
only a slight nystagmus; the other patient, however, showed a marked 
nystagmus. 

RUTTIN attributed this nystagmus to an increased pressure, developing 
in the middle ear when pronouncing the letters M and N by which 
secondary the fistula symptom should be elicited. BoRRIES 5) rightly held 
that at the same time an acoustic stimulation may have played a part. This 
supposition is the more acceptable after the well-known experiments of 
TuLLıo 6) which were confirmed and extended by many other investigators 
(£.i. JELLINEK 7), Hu1zınGA 8), BENJAMINS 9) ). TULLIO could elicit a 
nystagmus and body-reflexes in some animals (a.o. pigeons and rabbits) 


2) ÜURBANTSCHITSCH, Lehrbuch d, Ohrenheilkunde, 106 (1901); 487 (1910). Nor are 
any convincing observatious reported in his extensive communication (Ztschr. f. Ohren- 
heilk., 31, 234 (1897), „Ueber Störungen des Gleichgewichtes und Scheinbewegungen”. 

3) BARANY, Monatschr. f. Ohrenheilk., 42, 667 (1908). 

4) RUTTIN, Monatschr. f. Ohrenheilk., 40, 267 (1915). 

5) BORRIES, C. V. Th., Monatschr. f. Ohrenheilk., 57, 547 (1923). 

6) TULLIO, P., Das Ohr und die Entstehung der Sprache und Schrift (Urban und 
Schwarzenberg, Berlin—Wien, 1929). 

?) JELLINEK, Monatschr. f. Ohrenheilk., 62, 241 (1928). 

Ss) HuUIZINGA, Verslagen Ned. Keel-, Neus-, Oorheelkundige Vereeniging, Mei 1934, 
Mei 1936 en Mei 1938. (Ned. tijdschr. v. Geneesk. 79, 1319 (1935); 81, 1083 (1937); 
83, 2389 (1939). 

Pflügers Arch., 234 665 (1934). 

9%) BENJAMINS, Verslagen Ned. Keel-, Neus-, Oorheelkundige Vereeniging, Nov. 1936 
en Nov. 1938 (Ned, tijdschr. v. Geneesk., 81, 2557 (1937) en 83, 3646 (1939). 


Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 52 
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by delivering very hard tones directly to the ears. However, as in these 
tests tactile stimulations may play a part 10) other examinations are of 
more importance. In these tests, after making a fistula in one of the semi- 
circular canals a marked nystagmus developed when less distinct tones 
were produced at a distance. T'ULLIO held that under these circumstances 
the acoustic waves radiate to the endolymphe in the semi-circular canals 
and in this way should stimulate the cristae without intervention of cochlear 
reflexes. 

One must assume then that under normal circumstances i.e. when a 
fistula is absent, the ordinary sounds only penetrate to the cochlea and not 
in a sufficient intensity to the cristae, because the sound-waves are already 
deadened before reaching the cristae. After making a fistula in the semi- 
circular canal a penetration to the cristae is possible because with this new 
opening a turning-aside is obtained which can be compared with the 
foramen rotundum in the cochlear system (HUIZINGA). 

In the experiments of TULLIO it is quite or nearly impossible to elicit the 
vestibular symptoms by the influence of a sound when the cochlea has been 
destroyed before. This was the reason why many investigators thought 
that the cochlear reflexes should play the principal if not the only part. 
HUiIZInGA, however, could refute this conception in performing very exact 
experiments on pigeons. When destroying the cochlea without impairment 
of the conducting apparatus, tympanic membrane or columella, the reflexes 
of TuLLıo appeared to be impaired to a small degree by this operation. 
Hu1zınGA, with good reason, now thought, that the above-mentioned 
disturbances, found by other investigators after removal of the cochlea, 
must be attributed to a simultaneous lesion of the tympanic membrane and 
the ossicles. To sum up, it seems very probable that the vertigo and the 
nystagmus, developing in the patients (with a fistula symptom) of RUTTIN, 
when pronouncing the M and N, are also due to acoustic reflexes. 

The same holds true for the patient of BENJAMINS 11) in which case also 
a fistula symptom and the reactions of TULLIO were present. T'hese dis- 
appeared after a radical middle ear operation by which the transmission 
apparatus for the sound was also removed. This completely agrees with 
the above-mentioned experiments of HUIZINGA. 

More difficult to explain are the vestibular symptoms caused by sound- 
stimulations, developing in patients without fistula symptom and in whom 


10) The same holds true for the eye-movements observed by FRÖSCHELS, (Monatschr. 
f. Ohrenheilk., 60, 883 (1926) and 61, 776 (1927) after delivering the tones of the 
harmonica of URBANTSCHITSCH by means of an otoscope directly into the auditory canals 
of deaf-mutes. There remains a doubt as to whether in these cases a vestibular symptom 
was present. For FRÖSCHELS states that in one child the labyrinths could not be stimu- 
lated calorically and on turning. Another patient, examined when a caloric and a turning 
nystagmus were present, showed both forms of eye-movements, the one developing in- 
dependently of the other. 

11) Loco cit. S. also Quix, F. H., L’oto-rhino-laryngologie intern. 21. Juillet 1933. 
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complete absence of other acoustic and vestibular disturbances exist. 
BENJAMINS reported a typical observation 11). 

This patient, 28 years of age, developed a dizziness as soon as a certain 
noise was produced. Acoustic, vestibular, internal and neurological 
examinations revealed no disturbances: only the vertical semi-circular 
canals were more difficult to stimulate than the horizontal ones. The 
serological reactions for lues were negative. Only in the region of 1600— 
3000 V.D. a vestibular reaction developed at an intensity of 84—98 decibel. 
This reaction consisted of a vertical nystagmus (the direction was not 
indicated by BENJAMINS). BENJAMINS pointed to the fact that the marked 
reactions developed with sounds in the resonance region of the external 
auditory canal (2500—3000 V.D.). 

It was evidently difficult for BENJAMINS to explain these symptoms. He 
interpretated them as TULLIO-reactions and looked for another explanation 
as the patient showed no fistula symptom. He thought that this was found 
if one assumed that an air-bubble had entered the perilymphe. BENJAMINS 
writes “it is not only theoretically but also experimentally established. 
HuizınGA 12) found in his experiments that when an air-bubble had entered 
the fistula canal and when afterwards this fistula was blocked with wax, 
the reaction of TULLIO remained present, whereas occlusion without air in 
the canal made the reaction disappear. It remains a matter of dispute how 
this air-bubble has developed in this patient. 

The explanation of BENJAMINS, however, is a very hypothetic one. Not 
only is it obscure to us how the air-bubble has developed, but also that 
the patient had had his complaints for rather a long time: the air-bubble 
should be resorbed after a short time! 

BENJAMINS probably made his hypothesis under the impression that the 
symptoms shown by his patient only could be TULLIO-reactions. However, 
this is not necessary. Besides the reflexes of TULLIO other reflexes exist 
which exert influence directly from the cochlea upon the vestibular region. 

Our experiments, not published up to now showed that on registering a 
vestibular nystagmus in rabbits by the TOPOLANSKI-BARTELS method, this 
nystagmus can be influenced by different sound-stimuli which change the 
size and velocity of the nystagmus. 

Considering these facts it seems more probable that in the above- 
mentioned case of BENJAMINS the dizziness and nystagmus of his patient 
were elicited by direct cochlear reflexes and must not be considered to be 
TULLIO-reactions. 

This could be confirmed by an observation made by us. This patient 
showed the same symptoms as the patient of BENJAMINS. It is hardly to be 
believed that here too an air-bubble in the perilymphe was present, the more 
so as above-mentioned explanation is more obvious and acceptable. 


12). Leco:cit, 


52* 
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Miss S., 35 years of age, told that in pronouneing the letter N. she became dizzy. This 
was especially the case if she looked to the left at the same time. 

Extensive acoustic and vestibular examination showed no disturbances. T’he whispering 
voice was normal at either side, The fistula symptom could not be elicited. Spontaneous 
nystagmus in different lookings and the different forms of position nystagmus were com- 
pletely absent. 

Examination of the horizontal and vertical optocinetic nystagmus gave normal results 
both for the cortical and subcortical forms in all directions. T’he horizontal and rotatory 
turning nystagmus were, after turning to the right and to the left, normal and of equal 
duration. The vertical turning nystagmus downward was more marked than the one up- 
ward ( 19 X turning to the right in right lateral position: vertical after-nystagmus up- 
ward: 11 movements in 8”; 10 X turning to the left: vertical after nystagmus downward: 
38 movements in 13”). Stimulation of both the labyrinths with cold and warm water 
was equal and normal. 

The tilting reactions of RADEMAKER and GARCIN around the bitemporal and longitudinal 
axis were not disturbed. Pronouncing the letter N, especially when pronouneing the Dutch 
word „Niemand accentuating the N and on looking to the left, a rotatory nystagmus 
appeared; sometimes a deviation of the eyes upward was seen. Once a nystagmus con- 
sisting of both components, directed with its quick component downward, could be 
noticed. After provoking different tones by the audiometer, with the patient at a distance 
of about a metre from this instrument, to exclude tactile influence by the air, eye- 
movements also developed. These eye-movements appeared when the tone sounded or 
when the tone was interrupted. 


The protocol is as follows: 


Tuning fork, 64 vibr.: no eye-movements. 
Audiometer, 128 vibr.: „ „ $ 
Sl2r vibre ne ? 


1024 vibr.: on looking to the left a marked vertical nystagmus with its 
quick component upward developed when the tone was sound- 
ed or interrupted; looking forward also caused marked nys- 
tagmus movements upward. 

2048 vibr.: sounding and interrupting of this tone caused a nystagmus 
movement upward which only lasted a short time more 
pronounced on looking downward. Sometimes quick move- 
ments of the head in the saggital region developed. 

4096 vibr.: same as in 2048 vibr. 


It is remarkable that penetration of the acoustic stimulation into the tuba (pronouncing 
the N) caused a nystagmus partly directed vertically downward, whereas the opposite 


direction of the nystagmus was seen if the auditory canal served as an acoustic con- 
duction. 


The patient herself recognized the eye-movements which developed: she indicated the 
rotatory movements as lateral, the vertical ones as movements in the vertical region, 

The brother of the patient stated that he also became dizzy and lost his equilibrium 
when marked and low tones sounded. 


Up to now we were not able to examine this patient. 


Summarizing we see that: 


1. Acoustic stimulation can elicit vestibular symptoms, e.g. a nystagmus, 
in certain patients. 

2. The acoustic stimulation propagates directly to the cristae if a fistula 
is present in one of the semi-circular canals. This could be demonstrated 
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experimentally by TULLIO, JELLINEK, and Hu1zınGA; in man this pheno- 
menon was reported by BENJamins, 

3. Acoustic reflexes can cause a nystagmus from the cochlea upon the 
vestibular system. This was experimentally proved in rabbits; the symptoms 
found in two patients without fistulae and with normal hearing (one patient 
of BENJAMINS and one patient in our clinic), could be explained in the best 
way by these facts. 

The explanation of BENJAMINS of the symptoms found in his patient, did 
not prove to be a convincing one. 


Mathematics. — Bericht über die Konstruktion und die Fortsetzung von 
Bewertungen. ll. By F. LOoONSTRA. (Communicated by Prof. L. E. J. 
BROUWER.) 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 


$ 5. Es ist demnach begreiflich, dasz die weiteren Abhandlungen der 
Bewertungstheorie sich im wesentlichen auf die nicht-archimedischen 
Bewertungen beschränken. Im Jahre 1924 erscheint von K. RyCHLIK eine 
Arbeit in J.£.d.r.u.ang. Math. 153 „Zur Bewertungstheorie der alge- 
braischen Körper". Er beschäftigt sich auch mit der Frage: Kann man eine 
algebraische Erweiterung eines bewerteten Körpers K so bewerten, dasz 
die Bewertung des Körpers K erhalten bleibt? Es ist also dieselbe Frage, 
mit der KÜRSCHÄK sich beschäftigte. Es wurde von KÜRSCHÄAK die Meinung 
geäuszert, man könne im Falle der nicht-archimedischen Bewertung den 
Satz leichter beweisen durch eine Methode, welche derjenigen von HENSEL 
für die algebraischen Erweiterungen des Körpers K(p) nachgebildet ist. 
Das hat RycHLik in seiner Abhandlung versucht. Er beschränkt sich auf 
Grund der Arbeit von OSTROWSKI auf die nicht-archimedischen Bewer- 
tungen. Damit ist dann der allgemeine Fall erledigt. Endlich beweist 
RycHLiK, wieder durch Verallgemeinerung des von HENSEL angewandten 
Verfahrens, dasz der derivierte Körper K’ eines algebraisch abgeschlossenen 
bewerteten Körpers K selbst algebraisch abgeschlossen ist. Daraus folgt 
dann, dasz man jeden bewerteten Körper zu einem vollständigen bewerteten 
algebraisch abgeschlossenen Körper erweitern kann. 

Wir werden a ein ganzes algebraisches Element in bezug auf einen 
bewerteten Körper K nennen, wenn es wenigstens einer Gleichung 


1 ee nr Bel, 
mit ganzen Koeffizienten aus K genügt. 
Um |1+a|<s1 für |a|<1 zu beweisen, macht RycHLiK die Annahme, 
dasz K vollständig sei. Genügt dann a einer in K irreduziblen Gleichung 


[K)=x" Ta, Ba Pd): 
so folgt aus |a|<1, d.h. 
1 
r=1, 
dasz |a,| <1, so dasz a, ein ganzes Element aus K ist. Es ist also a auch 
ganz auf Grund des Satzes: Das Element «a, welches im bewerteten voll- 
ständigen Körper K der irreduziblen Gleichung xt + a, x"! +... +. =0 
genügt, ist dann und nur dann ganz, wenn das Glied a, in K ganz ist 
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($ 15 der RycHLikschen Abhandlung). Es sind dann ebenso die Koeffi- 
zienten a4, 43, ..., an-ı ganz, d.h. |a,|<s1,..., |a,_, |<1. 1 + a genügt der 


1 
in K irreduziblen Gleichung f(x — 1) =0, so dasz || + al = |f(—1). 
Es ist aber f(—1) = (— 1)? +a, (—1)"1 +... +a,„ also, weil die 
21, ...,4n-ı ganz sind: | (—1)|<1, also |1 +a|<I1. 

Den Beweis, dasz der derivierte Körper K’ eines algebraisch abgeschlos- 
sen bewerteten Körpers wieder algebraisch abgeschlossen ist, haben wir 
oben mitgeteilt. 


$ 6. Im Jahre 1934 erscheint in der Mathematischen Zeitschrift 39 
(1934) eine umfangreiche Abhandlung von A. OSTROWSKI: „Untersuchungen 
zur arithmetischen Theorie der Körper”, in der ausschlieszlich die nicht- 
archimedische Bewertung erörtet wird. Wir beschränken uns auf die 
für die Bewertungstheorie wichtigsten Paragraphen. Es wird in $4 die Auf- 
gabe behandelt, sämtliche Bewertungen einer algebraischen Erweiterung 
eines vorgegebenen bewerteten Körpers aufzustellen. Ein Teil dieser 
Ergebnisse war schon von KrRULL und DEURING gefunden worden (W. 
KrULL, Ein Satz über primäre Integritätsbereiche; Math. Ann. 103 (1930); 
M. DEURING, Verzweigungstheorie bewerteter Körper; Math. Ann. 105 
(1931)). 

Bevor wir mit der Aufstellung sämtlicher Bewertungen anfangen, weisen 
wir darauf hin, dasz KÜRSCHÄAK für die Bewertung algebraischer Erwei- 
terungen den Grundkörper mittels der Fundamentalfolgen zu einer kleinsten 
vollständigen Erweiterung ausbreiten muszte. OSTROWSKI führt den Begriff 
des relativ vollständigen Körpers ein, der dadurch charakterisiert ist, dasz 
für Polynome mit Koeffizienten aus diesem Körper ein gewisser Reduzi- 
bilitätssatz gilt. Er zeigt, dasz es für die Bewertungsmöglichkeit alge- 
braischer Erweiterungen eines Körpers K’ hinreichend ist, dasz K’ relativ 
vollständig ist. 

Sind in einem bewerteten Körper K’ zwei Elemente a und b so be- 
schaffen, dasz |a— b|<<1, so sagen wir, dasz a kongruent b im Körper K’ 
ist: a= b(K’). Ebenso bezeichnen wir zwei Polynome mit Koeffizienten 
aus einem bewerteten Körper K’, deren Differenz lauter Koeffizienten 
G«=a— b; mit |c;| < 1 besitzt, als kongruent im Körper K’. OsTROWSKI 
beweist zunächst ($ 2) das Fundamentallemma für vollständige bewertete 
Körper: 

Hat die Funktion f(x) = a, x"+ a, x""1+... + a, ganze Koeffizienten 
aus einem vollständigen bewerteten Körper K’, und gilt in X’ fürn>m>0. 


A) = ed nn RE SE NET 


so ist das Polynom f(x) in K’ reduzibel und läszt sich als Produkt 
fı(x)fa(x) von zwei Polynomen 


Aa)zar+...,Ba)=ax"m+... 
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mit Koeffizienten aus K’ und den Graden m, n—m darstellen. Den Beweis 
unterlassen wir. 

Es sei nun K’ ein bewerteter Körper. Wir nennen K’ relativ vollständig, 
falls jedes Polynom f(x) = aux" + a7x”""!+...+ a, mit ganzen Koeffi- 
zienten aus K” (d.h. |a;|<1), für das 


ER Fra mar Fam (K’) 


gilt, mit n>m>0, in K’ reduzibel ist. 

Man kann die Behauptung des Fundamentallemmas dahin zusammen- 
fassen, dasz ein vollständiger Körper auch relativ vollständig ist. Aus der 
Definitionseigenschaft der relativ vollständigen Körper folgt: 

Ist f(x) = xt + a,a®!+.. +a, an0, ein in einem relativ voll- 
ständigen bewerteten Körper irreduzibles Polynom mit Koeffizienten aus 
Rasosgile 


F OEerzan: 


Denn ist diese Ungleichheit nicht erfüllt, und ist M = max |a;| gesetzt, 
0S,=n 


lao|<M, |a„| <M, und ist m der gröszte Index v, für den |a,| = M ist, 
so folgt, dasz in K’ 


||=max(|a, |, |an 


Fix) Ex MmL brtzmH2Pe (RK) 
Am 
ist, mit O<m<<n, so dasz f(x) in K’ reduzibel sein musz. 
Wir können nun die Bewertungsvorschrift geben für algebraische 
Erweiterungen relativ vollständiger Körper. Um eine algebraische Erwei- 
terung Q eines relativ vollständigen bewerteten Körpers K’ zu bewerten, 
genügt es, eine in bezug auf K’ normale algebraische Erweiterung von Q 
zu bewerten. Wir setzen daher Q als normal voraus. Sei a aus Q und 


tax... +2,.=0 (1) 


die in K’ irreduzible Gleichung, der «a genügt. Wir bekommen eine Bewer- 
1 
tung von Q, wenn wir die Zahl |a, |” als die Bewertung von «a festsetzen. 
Diese Definition ist eindeutig und dabei behalten die Gröszen von K’ 
ihre Bewertung bei. Wir beweisen hier, dasz die Bewertungsvorschrift nur 
die obengenannte sein kann. 
Sei nämlich 


Brett a,=0 (2) 


eine in einem relativ vollständigen bewerteten Körper K’ irreduzible 
Gleichung mit Koeffizienten aus diesem Körper, dann gilt allgemein 
i 


la|l=lan|*. 
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Sind nämlich a,,...,a„ die Wurzeln von (2), so ist ja a, als die i-te 
elementarsymmetrische Funktion von a,,.... a, eine Summe von Produkten 
aus diesen n Gröszen mit je i Faktoren; jedes Produkt hat also die 

2 E 
Bewertung |a,|*; die Bewertung der Summe kann also la, |” nicht über- 
schreiten. Hieraus ergibt sich sofort die Einzigkeit der Bewertungsvor- 


schrift: genügt nämlich « der Gleichung (2), so kann |a| nicht gröszer 
i i 
lan!” sein, da sonst wegen |a,|=|a,|" für jedes v»> 0 


»a-+|=ja>.|."<jale 
wäre, so dasz die Summe a" + a,a”"!+... +, nicht verschwinden kann, 
i 
da ja ihre Bewertung gleich der Bewertung von a* 0 wäre. Aus |a|<|a, |" 
würde ganz analog für jedes v<n folgen, dasz die Summe 


aaa. 
wiederum nicht verschwinden könnte. 

In $ 4 seiner Abhandlung behandelt OsTRowskı nun die Aufgabe, sämt- 
liche Bewertungen einer algebraischen Erweiterung Q eines vorgegebenen 
Körpers K’ aufzustellen, und zwar, indem er zunächst alle Bewertungen der 
kleinsten zugehörigen normalen Erweiterungen aufstellt und sodann von 
da aus alle Bewertungen der Unterkörper dieser normalen Erweiterung 
aufsucht. 

Wir geben den Inhalt kurz wieder. 


Es sei K ein (nicht notwendig vollständiger) bewerteter Körper, K der 
derivierte Körper von K, und St eine normale algebraische Erweiterung von 
K. Bilden wir den von St und K erzeugten Körper K*. 

Bewertet man nun K (siehe $ 2), so ist K* zu bewerten, weil K* eine 
algebraische Erweiterung des vollständigen Körpers K ist. Aber es ist dann 
< K* auch bewertet. Wi läszt sich also bewerten. 

Es sei umgekehrt St auf zwei verschiedene Arten bewertet: wir be- 
zeichnen sie mit W und W”. Es seien W und 9” die derivierten Körper; 
sie enthalten K. Der vor K und Ni erzeugte Teilkörper L—= [K,W] ist in 
beiden Fällen derselbe Körper K*, wenn man die Bewertung vernach- 
lässigt. Weil Z eine normale Erweiterung des vollständigen Körpers K ist, 
stimmen die Teilkörper I’ — [K,W] und I” —= [K,W”] überein, wegen 
der Einzigkeit der Bewertungsvorschrift. Also sind die Bewertungen von 
L’ und L” einander gleich, also auch diejenigen von W und W”. 

Sei nun Q eine beliebige algebraische Erweiterung des bewerteten Kör- 
pers K’; bewertet man nun SÜ, so ist damit eine Bewertung von Q gegeben: 
Jede algebraische Erweiterung Q eines bewerteten Körpers kann bewertet 
werden. Wir können sogar das Resultat folgendermaszen formulieren: Ist 
Q eine algebraische Erweiterung von K’ und NW’ eine irgendwie bewertete 
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algebraische Erweiterung von Q, die normal in bezug auf K’ ist, so erhält 
man sämtliche Bewertungen von Q, indem man die zu Q isomorphen 
Unterkörper von’ bildet (Q selbst eingeschlossen) und den Elementen 
von Q die Bewertungen ihrer Bilder als Bewertungen zuordnet. 

Damit beherrschen wir die Bewertungen algebraischer Erweiterungen. 

Da jede Erweiterung eines Körpers durch eine Folge von einfachen 
algebraischen und transzendenten Erweiterungen erfolgen kann und wir 
die algebraischen Erweiterungen nunmehr vollständig beherrschen, wird 
es sich nur noch darum handeln, alle Bewertungen einer einfach transzen- 


denten Erweiterung K’ von K aufzustellen, bei denen die Bewertung von 
K unverändert bleibt. 


$ 7. OsTROWSKI behandelt die Aufgabe, den Bewertungstypus einer 
bewerteten transzendenten Erweiterung ZL’ konstruktiv zu erfassen, in der 
Weise, dasz er zunächst einen auf einfache Weise bewerteten Unterkörper 
K’ von L’ nachweist und damit die Aufgabe darauf zurückführt, alle 
Bewertungen einer einfachen transzendenten Erweiterung eines bewerteten 
Körpers K’ zu finden, bei denen die Bewertung von K’ fest bleibt. 

Der Primkörper von L’ ist zu dem Körper R’ der rationalen Zahlen, 
oder im Falle der Primzahlcharakteristik p zu dem endlichen Körper P\, 
der Restklassen mod p isomorph. P ist immer trivial bewertet, denn es ist 
die (p— 1)-te Potenz jedes von O verschiedenen Elements gleich 1. Ist 
R’ nicht-trivial bewertet, so ist in diesem Falle die Bewertung von R’ eine 
mit Hilfe der Primzahl p erzeugte p-adische Bewertung. (Die archimedische 
Bewertung bleibt hier auszer Betracht.) 

Ist Z’ nicht-trivial, der Primkörper trivial bewertet, so gibt es in // ein 
von 0 verschiedenes Element x, also auch ein Element x mit der Eigen- 


schaft |x|<(|x]|#£0, |x| #1). (Eventuell müssen wir x durch 2 
x 


ersetzen.) Dann kann als X’ der aus dem Primkörper P’ durch Adjunktion 


von x erzeugte Körper P’(x) genommen werden. Und zwar ist jedes Ele- 
ment von P’(x) 


a — yxk f(x) 


R (x) 
wo fı(x), f2a(x) Polynome in x mit Koeffizienten aus P’, für die f,(0) #0, 
fe(0) Zund k eine ganze rationale Zahl ist. Dann ist |a| = |x|*, denn 
Fa) | = max (|ao |, |aı &|, —., |a,x]) ZI ung ebenso \f. (x) | =T 


Wir kommen nun zum letzten Teil unserer Betrachtungen. 

Wir zeigen, dasz man bei nicht-trivialer Bewertung des Primkörpers mit 
Hilfe der sogenannten pseudokonvergenten Folgen alle einfachen bewer- 
teten Erweiterungen eines bewerteten Körpers erhält. 


Wir nennen eine unendliche Folge }a;} von Elementen eines vollstän- 
digen bewerteten Körpers K’ 


amd dar 3 Ay ee (1) 


8ll 


pseudokonvergent, wenn für alle n>n, entweder durchweg 


| An+ı An = lan-an-ı | 
oder durchweg 
|antı—an | —,(). 


Man nennt lim |an+ı —an| die Breite der pseudokonvergenten Folge. 
nn 


Ist die Breite 0, so folgt leicht, dasz die Folge (1) konvergent ist. 
Umgekehrt ist eine konvergente Folge eine pseudokonvergente und ihre 
Breite ist 0. Auszerdem zeigt man einfach im Falle, dasz (1) eine pseudo- 
konvergente Folge darstellt, dasz die Folge {|a,;|} konvergiert und zwar 
so, dasz für i>n, entweder durchweg Ja;ıı| = |a;| oder (für i>n,) 
durchweg la, |<|a;|. 

Im ersten Falle nennt OsTROwSsKı die pseudokonvergente Folge von der 
ersten Art, im zweiten Falle von der zweiten Art. 


Gitschen Ungleichheit" 2,1 a,| = 0 für n=zngng + L, ... so. ist 
selbstverständlich für i> n, durchweg la;;, = la; |. 
Im zweiten Fall zeigt man mit Hilfe der Gleichheit |a— b| = Ja! für 


lal>]|b| einfach, dasz |a,.ı| >| a, | >| anzı |, also konvergiert die Folge 
tal}. 

Ist (1) eine pseudokonvergente Folge aus einem vollständigen bewerteten 
Körper K’ und ist f(x) ein Polynom in x mit Koeffizienten aus K’, so hat 
die Folge 

Ifla)l.|fla)ı.‘'*.|fle) 


einen bestimmten Limes. Ist nämlich Z’ eine kleinste algebraische Erweite- 
rung von K’, in der f(x) in lauter Linearfaktoren zerfällt, also 


fix) =e(x—a,) (a7) (aan), je >0. 
Man sieht dann, dasz jede der n Folgen 


‚ are 


az ten sa One Bl 02 a 
pseudokonvergent ist, und es hat also jede der n Folgen {ja;— «|| 
(=1,2,...,n) einen Limes, und dasselbe gilt auch von {| f(a;)|}, denn 

|fla)| = |e| |ar—aı | |aı—a, | aan. 


Dieser Limes ist 7 0, sobald man voraussetzt, dasz lim a; nicht existiert 
oder wenigstens nicht algebraisch ist. 

Betrachten wir nun den Körper K’(z) aller rationalen Funktionen r(z) 
in z mit Koeffizienten aus K’, so folgt aus der Möglichkeit, r(x) als 
Quotienten zweier Polynome in x fı(x), f2(x) mit Koeffizienten aus K’ 
darzustellen, dasz 


u f (a;)| 
re] 
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existiert und von 0 verschieden ist, solange r(x) nicht identisch ver- 
schwindet. Ordnen wir also jedem Element r(z) dieses Körpers die Zahl 
lim |r(a;)| als Bewertung zu, worin 
i> © 

aaa A 
eine feste pseudokonvergente Folge aus K’ (und falls sie konvergent ist, 
keinen in bezug auf Ä’ algebraischen Limes besitzt), so erhalten wir einen 
bewerteten Körper K’(z), der K’ als Unterkörper und z als ein in bezug 
auf K’ transzendentes Element enthält. Ist {a;} eine konvergente Folge, so 
ist z im obigen Körper K’(z) der Limes von {a;}, da 


|z-a; = — lim | ar—a; |, lim 'z—a;|=lim lim |ax—a; | =0, 
koo la ifo k>mw 
weil die Breite einer konvergenten Folge gleich O ist. 

Man kann diese Bewertungsmethode noch etwas verallgemeinern. Es sei 
L’ eine bewertete Erweiterung von K’, es sei {a;} eine aus in Z’ liegenden 
in bezug auf Ä’ algebraischen Elementen gebildete pseudokonvergente 
Folge. Man führe eine Unbestimmte z ein und bewerte jedes Element r(z) 
des Körpers ZL’(z) durch lim |r(a,)|. Der im so erhaltenen bewerteten 

a ee) 


Körper L’(z) liegende Unterkörper K’(z) stellt dann eine einfache be- 
wertete Erweiterung von K’ dar. OSTROWSKI zeigt nun, dasz er auf diesem 
Wege alle einfachen bewerteten Erweiterungen eines bewerteten Körpers 
erhält. Dazu untersucht er erst die Bewertungsmethode etwas näher. 

Sei a; eine pseudokonvergente Folge von über K algebraischen Elemen- 
ten aus L’. Dann heiszt z Pseudolimes der Folge a;, wenn das Folgende 
gilt: Für jedes Element r(z) von K’(z), wo r(x) rational in x mit Koeffi- 
zienten als K’ ist, ist die Bewertung gleich dem Wert von lim 'z.(a;)]. 

EI 
Man erhält sofort, dasz |z| = lim |a;|. 
it» 

Ist die Folge {a;} konvergent, so ist z der Limes von {a;}. Der Limes- 
begriff ist also ein Spezialfall des Begriffes des Pseudolimes. 

Es besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Limes und dem 
Pseudolimes, da in einem bewerteten Körper auch mehrere Pseudo- 
limites einer pseudokonvergenten Folge in bezug auf einen bestimmten 
Unterkörper vorkommen können. Andererseits gilt noch: 

Es sei in einer bewerteten Erweiterung Z’ eines Körpers K’ z ein Pseudo- 
limes in bezug auf K’ einer pseudokonvergenten Folge {a;} von in bezug 
auf K’ algebraischen Elementen aus Z’. Es sei M’ eine in I’ liegende alge- 
braische Erweiterung von K’. Dann ist z auch in bezug auf M’ ein Pseudo- 
limes von {a;}. 


Durch den Satz, dasz jede einfache Erweiterung eines bewerteten Kör- 
pers K’ durch Adjunktion eines Pseudolimes einer aus in bezug auf K’ 
algebraischen Elementen gebildeten pseudokonvergenten Folge bewirkt 
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wird, ist die allgemeinste Lösung der Aufgabe gegeben, eine einfache 
Erweiterung eines bewerteten Körpers zu bewerten. Ist diese einfache 
Erweiterung transzendent, so dürfen offenbar nichtkonvergente pseudo- 
konvergente Folgen benutzt werden, oder aber solche konvergente Folgen, 
deren Limes in bezug auf K’ transzendent ist. Ist uns nun eine ganz be- 
liebige Erweiterung L[’ eines bewerteten Körpers K’ gegeben, so können wir 
einen solchen Unterkörper 7’ von I’ finden, dasz I’ eine rein algebraische 
Erweiterung von 7’ ist, während 7’ aus K’ durch Adjunktion einer Menge 
N in bezug auf K’ transzendenter Elemente von I’ entsteht, wobei die 
Elemente von N die Eigenschaft besitzen, in bezug auf K’ algebraisch 
unabhängig zu sein, d.h. dasz kein nicht identisch verschwindendes 
Polynom in endlichvielen Variablen mit Koeffizienten aus K’ existiert, 
das durch Substitution von Elementen von N annulliert werden kann. 

Man kann T’ nun auffassen als das Resultat einer wohlgeordneten Folge 
einfacher transzendenter Erweiterungen, und daher ist die Frage nach der 
Bewertung von T’ durch die Entwicklungen auch gelöst. 

Die Frage nach allen Bewertungen der algebraischen Erweiterung L’ 
von T’ wurde schon früher gelöst. 


Mathematics. — Conformal Differential Geometry. Curves in conformal 
euclidean spaces. By J. HAANTJES. (Communicated by Prof. W. 
VAN DER WOUDE.) 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 


Introduction. 

The purpose of this paper is to develop the differential geometry of 
curves in a conformal euclidean space R, of dimension n >2, in particular 
to obtain the intrinsic equations of a curve, which determine the curve 
up to a conformal pointtransformation in R„, and the analogue of the 
Frenet-Serret formulas. 

As to the method employed in this note, no polyspherical coordinates 
are introduced, by which the conformal transformations can be brought 
in a linear form. BLASCHKE'!) and others have treated the problem for 
R, and R; in that way looking upon a curve as a particular system 
of ®! spheres. Our method on the other hand is based upon the well- 
known fact, again proved in $ 1, that the conformal properties are those 
properties, which are unaffected by a conformal transformation of the 
fundamental tensor: 


EU EEE EN 
with o satisfying the differential equation 
Vs Ss ae load 


Although in ordinary differential geometry the extension to RIEMANNian 
spaces raises no essential difliculty as to the geometry of curves, it is 
not the case in conformal differential geometry, owing to the fact that 
in curved spaces a conformal property is defined as a property which 
is unaffected by a conformal transformation of the fundamental tensor: 
a,—0?a,,, o being an arbitrarily chosen function of the coordinates. 
In curved spaces it is impossible to impose on o the condition (2), this 
equation being not completely integrable. This essential difference 
between the conformal geometry of flat spaces and curved spaces is the 
reason why we restrict ourselves in this paper to flat spaces. 

I hope to treat the case n=2 in a later communication. 


$ 1. Preliminaries. 
Let a;, be the fundamental tensor of an n-dimensional flat space Rı, 
in which the coordinates are denoted by x’. We may of course assume 


1) W. BLASCHKE, Vorlesungen über Differentialgeometrie III, Springer, Berlin. 
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that the coordinate system is a rectangular Cartesian one, but we will 
not confine ourselves to these systems. The transformation 


Nee 


is a conformal pointtransformation if 


6 REP NEN HL (A 


Suppose that in the region considered the transformation (3) is reversible. 
So we have 


rl)? Se A ST N RES) 
We now pass to another coordinate system (x’) by the transformation 
Ze ern a (6) 


where the functions F* are identical with F*. Then the coordinates of 
the point y* with respect to the system (x’) are from (6) and (5) 


a er 


and the components of the fundamental tensor at the point y* with 
respect to (x’) are by (4) 


EAU er el) 


Therefore if the pointtransformation (3) and the coordinate transformation 
(6) are carried out together each point keeps its own coordinates as a 
result of which the equations of transformed curves and surfaces remain 
the same. But from (8) we see that the fundamental tensor has become 
a factor 0°. Now the space is assumed to be flat. Then the curvature 


affinor defined by 
oe WE a Et 
Kan -— 2 Op ! u) 4 } - 2 | or y ! u) | . > 3 > ‘ < (9) 


will vanish both for a;, and 0?a;,. This leads for n>2 to the following 
equation for o ?) 


V S) — Su SL 5 Au) So Ss (5% == Ou log 0), a ee (10) 


where the covariant differentiation is taken with respect to a,,. There- 
fore, if the coordinates are rectangular Cartesian, \, is identical with Q,. 
Conversely, to every solution o of (10) a conformal pointtransformation 
can be found, such that this transformation creates this special o °). 
We thus have the result that in order to find the conformal properties 
of curves, surfaces etc., one may as well determine the properties which 


2) Cf. SCHOUTEN-STRUIK, Einführung in die neueren Methoden der Differential- 
geometrie II, (Noordhoff 1938), p. 205. In this book our factor 0? is denoted by o. 
3) SCHOUTEN-STRUIK, Einführung II, p. 205. 
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are invariant under a conformal transformation of the fundamental 
tensor a, —0?a,,, 0 satisfying the equation (10). 

The equation (10) is completely integrable. T'here exists also only 
one solution for which s, and o have given values (s,), and o, at 
a given point x). 

The CHRISTOFFEL-symbols computed from the tensor a;, are connected 
with the CHRISTOFFEL-symbols belonging to a;, by the formulas 


ar hr) 
ur) Tui 


where A} is the unit affinor. 


+4: +As—aaus, .... (U) 


$ 2. The conformal parameter and the conformal orthogonal ennuple. 
Let a curve be given by the equation 


a a N re N 217) 


f being a scalar parameter. The arc-lengths with respect to a,, and as, 
will be denoted by s and s’, the corresponding covariant derivatives 
along the curve by Ö/ds and Ö’/ds’ respectively. (These covariant 
derivatives are identical with the ordinary derivates with respect to 
euclidean coordinate systems belonging to the corresponding fundamental 
tensor). If p* is a contravariant vector we have from (11) 


X a N se De a, 
ds’ — GE Sa Su ds I (Su p") ds Aur PD ds Ss \ (13) 


We now consider the vectors 


dx’ Br EL; 
=, Vu ee ee (14) 


17 


ı 


It may be shown by direct calculation using (10) and (13) that these 
vectors transform under a conformal transformation (1) of the a,, in the 
following way 


a) Ina ) 
bo dit) 
c) r—=03[7 +!2s.qg" + (s. i")?— s, s} i”] \ 


/ 


(15) 


From this we see that the two-direction determined by the osculating 
plane is not conformal invariant in contrast with the two-direction 
(local plane) determined by i” and r” (thus for a euclidean system by 


x’ and x”). This local plane, which shall be called conformal osculating 
plane, is unique except when i* and r” have the same direction. If this 
happens at every point of the curve, the curve isa circle. We therefore 
for the present exclude the circles. 
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The vector defined by 
DEE ange gen ee ar reelle) 


lies in the conformal osculating plane and is normal to i* as may be 
shown by multiplication by i’. The transformation of v* follows from (15) 


ee a ER) 


From v* can be derived a scalar, which is multiplied by a power of o 
under the transformation (1), namely 


1 RR re N ee 


This scalar enables us to define on the curve a parameter ı invariant 
under conformal transformations 


—| VKods+c laeanstane)y 22 220.(19) 


This parameter is called the conformal parameter or the inversion- 
length *) of the curve. It is as follows from the definition of o of the 
third order. 

Let us now turn to the orthogonal ennuple. T'he question is to 
complete the directions of i* and v* to a system of n mutually orthogonal 
directions, which are conformal invariant. 

Consider a unit vector-field p* along the curve normal to ‘“. Then 
the transformation of p* under a conformal transformation is 


DE 0 PERIE EI a ee e  20) 
From this relation and (13) follows at once the transformation of the 


covariant derivative of p*: 


DD OH ae 


ds’ ! ds (21) 


Ö r 
So we see that the local plane determined by 75 and i* isa conformal 


invariant plane and therefore the direction in this plane normal to i* 
will be a conformal invariant direction. It is easy to see that this 
direction is determined by the vector 


ARE öp* BOBEN,, 
ae P ee. re >) 


)) x 
Now p’ is supposed to be a unit vector. So Es and with it the 


vector (22) are orthogonal to p*. 


4) H. LIEBMANN, Beiträge zur Inversionsgeometrie der Kurven, Münchner Berichte 
(1923). 


Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 53 
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Let us apply this result to the unit vector i* in the direction of v* 
2 
VE ren; 7.2) ALT) 


We get 
dit 
7, A-tMi)=9i = eo) 


where i” is a unit vector normal to i* and i“. The algebraic sign of 0 
3 2 
is not determined by the latter equation, but we may choose i* so as 
3 
to make o, positive. If 00 the same operator can be applied to i”. 
3 


In doing so we obtain 


dit 


z, d-ra)=-er’+Bi, A 


where again 0; is chosen to be non-negative. This equation defines a 


unit vector i* normal to i, i* and i*, as may be seen by multiplying 
4 2 3 


(25) by i,, i, and i, respectively. We have f.i. 
2 3 


Po di“ 
Ss A-KuE=-a en - en 20) 


Proceeding in this way we get (if none of the quantities 0, 03... 
appears to be zero) 


di 
— (Ati) =— 0 + 09V 
ds 3 5 
) (27) 
Ö1* 
n yo F 
— (A, —lü)=— 9-ı U. 
ds k . n-1 
ö r’ 
If o,; vanishes the set of equations breaks off with rR. The directions 
s 
of the vectors i*,i‘,...,i* are as we have seen conformal invariant, 


2 n 
Together they form at each point of the curve what is called the 
conformal orthogonal ennuple. 
It may be noted that the quantities 0,,0,,... are not conformal 
invariant. In fact we have from (25), (26) and (27) 


0 ES ee. 


r 
en 
O0! 
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But this states that the quantities 
RR 0 Eee... (20) 


are n—2 conformal invariants of the curve. Since the vectors i%, i,... 
2 


are unit vectors it is clear that the vectors defined by 
„2 2 L I . ER Pe ur | “2 nn 
0 —— 0724 DD es 7280 
J a ( ) (30) 


form a system of n mutually orthogonal conformal invariant vectors 
all of the same length. 


$ 3. The conformal covariant derivative along the curve. 

We have hitherto used the covariant derivative belonging to the 
metric a,.. As has been pointed out in $1 this derivative is not invariant 
under conformal transformations, the CHRISTOFFEL-symbols transforming 
in a way given by (11). If, however, we have the disposal of a covariant 
vector Q,„, which transforms as follows 


a}. — Qu = EN Ne er a (31) 


the quantities 
we er +Q,43+Q0A-au2Q* . . . . (32) 


are conformal invariant as a consequence of (11) and (31). They can 
be used as parameters of a conformal connection. 

It may be noted that the parameters I’. only define a covariant 
derivative along the curve if Q, is a function on the curve. It is of 
course necessary in this case to use the invariant parameter 17 in order 
to obtain conformal invariant derivatives. 

Now it can be shown at once from (l), (15.5) and (18) that the 
Q. defined by 


a EN De 1 © 
ar Lion .)i Vene) g,oge De) 
transforms under conformal transformations in the right way. The 


covariant derivative along the curve defined by (32) and (33) will be 
denoted by D.. It is a conformal invariant derivative. We have £.i. 


(si 1 rd )i su iX __ ‚! 


\ (39) 
Br di j d N RE 5 
—o (Ergo): an ) \ 


Da u ie 


5)  Conversely the Q, may be defined by the assumption D,j* — 0. It may be 
remarked that this covariant derivative is not commutative with the process of raising 
and lowering of indices defined by the tensor a,, because of D,a,= —2(Q, Y)a,#0. 
The processes are commutative if for the raising and lowering of indices is used the 


conformal invariant tensor b,, =oa,,. 


332 
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The transformation of Q. under conformal transformations is given by 
(31). Now it lies on the surface to inquire whether it is possible to find 
a conformal transformation such that Q. becomes zero. From (10) we 
derive as a necessary and sufficient condition the vanishing of 


0) 
ne —— (i“ Q.) Q, + 4 7) (@} Qr, . . + . . (35) 
But from the definition of Q, we derive by a small calculation 
8Qı en 19° Q Q" — 5 h = 6 
Fr m (Q,)Q +32 = (ü heul We >6) 
where 
ge! \d ed din sie! 
My ee 


So we see that the expression (35) is different from zero. It may be 
shown by direct calculation from (15, b) and (18) that the quantity Äh, 
is a conformal invariant of the curve. 

If the covariant derivative defined by (32) is used, the equation (36) 
can be written as follows 


DE a} re 8 Q. BE al Or Q* = 04); v2 + h, De) ER (38) 


$ 4. The “Frenet-Serret' formulas. 

We return to the equations (24), (25) and (27). This set of equations 
may be written in a form involving the conformal covariant derivative. 

Let p* be a unit vector normal to i. Then o”:p’” is conformal 
invariant. From (32) and (33) we get 


Deim=er) Hape. (39) 
Moreover since (comp. footnote °)) 
Dra» = - 720,17) a0 ee url 
we have as a consequence of (34) 
% D (0 PD) 0 ETEITE 2:52. BA 


From (39) and (41) it follows that the vector (39) apart from a factor 


o-! is equal to the component of ds normal to i*. 


Applying this result to the set of equations (24), (25) and (27) we 
have from (29) and (30) 
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These equations together with the equations (34) and (38): 


graRz: 
se 
Alz (hı j +7) 


D- Qı + (j“ Oo) on Q% Q* — SE 
Aur]' 7 / 


DIE — ; Te 
(43) 


will be called the conformal “ Frenet-Serret’' formulas. 


$5. The intrinsic equations of the curve. 

In this section we shall show, that the curve is determined, to within 
conformal representations, by the expressions h,,...,An-ı in terms of 
the conformal parameter r. | 

When we substitute the expressions for h,, hy...,hn-ı in the 
Frenet-Serret formulas, a system is obtained of N—=n(n +2) differen- 
tial equations of the form 


era Gele N ie 144) 


where the a, represent the N unknown quantities 


Que Te ae 0. 0. (45) 
2 


We know that a system (44) admits a unique set of solutions, whose values 

for =0 are given arbitrarily. T'hese values are chosen so that the 

vectors 7 —=j,,J,-..,j‘ for =0 are mutually orthogonal and all have 
1 2 n 


the same length a,. From (42) and (43) it follows 


d 2 a0 areble la,b=1...n) 
IE Aare E WR 46 
ei De = 20 Nu (= 
le 

which proves that for all values of ı the solutions j* are mutually 
orthogonal and have the same length a. Furthermore it has to be shown 
that this system of orthogonal vectors is identical with the conformal 
ennuple of the curve given by the solution 


LE WE EER 9; 


From the definition of conformal invariant ennuple ($ 2) and our system 
of differential equations (42) and (43) it is easy to see that this will be 
the case if the parameter ı in (47) is the conformal parameter of the 
curve. 

In order to prove that r is indeed the conformal parameter we 
introduce the arc-length s defined by the fundamental tensor a;,. Since 


Ms deck de" 
au) J — am GEB vr EN ee (48) 
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t and s are connected by the equation 
de = ads PB SER 9 


Then equation (43) may be written as follows 


ß) dasz 
a) Tr 2a (Ge) 1%, (7= 3 


(50) 
b) z Q=(Q 1) u 4 a Freiharı, Weat)) 
s 2 2 2 
where i* is a unit vector. Multiplying (50.a) by i, we get 
2 
f d 
Qui gen a a 


Using the relations (50.5) and (51) it may be shown by direct calculation 
from (50.a) that 


OLE, OO ß 
gt EIFM = TE [aeg in. a u RD 
So the vector v* (comp. (16)) belonging to the curve (47) is equal to 
a-2i* from which it follows by (18) that 
2 


DEE ae NE ee (53) 


A comparison between (19) and (49) then shows that the parameter r 
is indeed the conformal invariant parameter. 

The values of Q,. and a for T=( may be chosen arbitrarily. The 
question arises what happens if we choose for these quantities other 
values. It is always possible to express the new values in terms of the 
old ones in the following form 


(O2) = (Qu Eli, 2 m 0,.0,0r (io =" (- „4 


Generally these values will lead to another solution for x’ and therefore 
to another curve. In the following it will be shown that this latter 
curve, obtained with the initial values (54), is a conformal representation 
of the curve (47). 

Suppose that the coordinate system (x) is euclidean with respect to 
the fundamental tensor a;,. The (s,), and o, in (54) determine a function 
o, namely the unique solution of the differential equation (10) for which 
s„ and o have the values (s,), and o, at the point x5 (r=0). We now 
pass to the coordinate system (z’) which is euclidean with respect to 
o?a;, and whose directions of the coordinate lines at x/ coincide with 
the directions of the coordinate lines of the system (x). So we have 


N D Du 


N ox” RB PM) 
(arı= (SE) =mE. rs ee 150 
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It may be noted that the transformation 


RR (RE u «(57 


is a conformal coordinate transformation. 
By (55) the CHRISTOFFEL-symbols of a,, with respect to the system (x’) are 


wer) 
ee Sr ÄNSERAÄT Be 
(w Pi \ ee Su Ar S, A, + Ss Au). . . 2 . (58) 
where sw, as a consequence of (10) satisfies the equation 

Oyrsu ht Sr sn a a et), re 59) 


The parameters of the conformal connection are therefore from (32) 
Te» =(Qu— sw) Ar + (Qr—s) Au —(Q"— 5") au. . (60) 


From this we see that the equations (42) written with respect to (x) 
can be obtained from the same equations with respect to (x) by replacing 
Qu by Qu— sw. The same is true for the first equation (43), We 
proceed to show that the same can be said of the second equation (43): 


a; (hı j* vr 

a (jF Q.) Qu ae a @P Qr Ze ae . TER (61) 
With respect to the system (x’) the left hand side of this equation runs 
as follows 


dQ. ll 
dr u 7 


Qu j" + (j" Qu) Qu —t jr Qu QF. . . (62) 


As a consequence of (59) and (60) this expression may be written in 
the form 


d (Q,—s1) pr 


dr j" (Qu — su) (Qu — 52) + 4.5 (Qu — su) (Q —s") (63) 


which is the same expression in Qu — s. as the left hand side of (61) 
isrin on 
The initial values of the vectors j* and Qu — su, are by (54) and (56) 


oe : % Wan == (jo / 
a ee le 
Qu a 0, (QU— 5.19 = (Qu)- \ 


Therefore, the Frenet-Serret formulas (42) and (43) written with 
respect to the coordinate system (x’) can be obtained from the system 
with respect to (x) by replacing Q. by Qu — sw. In the second case 
we have chosen the system (x’) so as to obtain the same initial values 
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for j” and Qu— sw as we had in the first case for j* and Q,. But 
a a 


then the solution x” (rt) will be the same function of ı as our original 
solution x” (r). Since the transformation (57) is a conformal one the curve 


ELTERN) 


is therefore a conformal representation of the curve (47). 

From this it follows that a curve is determined to within conformal 
representations by the expressions for the conformal invariants 
Ah, hy,...,An-ı in terms of the conformal parameter. So the equations 
of a curve may be written in the form 


h, == h, 2 h; — h, (7), ee, he == In (7). e . 5 (66) 


They are called its intrinsic equations. 


Mathematies. — Annäherungsformeln für das vollständige elliptische 
Integral erster Art in der Nähe von k=1. III. Von S. C. van VEEN. 
(Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 


Bekanntlich liefert die T'heorie der Theta-funktionen ein ausserordent- 
lich schnell konvergentes Verfahren zur Berechnung der vollständigen 
elliptischen Integrale erster Art.!) Merkwürdigerweise hat man, soviel 
mir bekannt ist, selten versucht, dieses Rechnungsverfahren zu einer 
scharfen Annäherunsformel zur Berechnung von K (k) für Werte von k 
in der Nähe von 1 auszubilden, obgleich es dazu vorzüglich geeignet ist. 
Ohne Schwierigkeit ergibt sich dann die in diesem Gebiet sehr genaue 
Approximationsformel 


- 
dp 2 12,5% 
u EN 
) ı Ii1-ksinvo (+1 = P—L7E 


(1) 


Man findet, soviel ich weiss, diese sehr genaue und einfache Formel 
in dieser Weise nur abgeleitet in: POINCARE, Lecons de mecanique celeste, 
TII, Ire Partie, p. 64 (in leicht geänderter Form) ?). 

Zweck dieser Mitteilung ist: eine elementare Ableitung von (1) zu 
geben, ohne Verwendung der Theta-reihen, nur mittels der LANDEN’schen 
Transformation, mit genauer Abschätzung des Fehlers. Genauer gesagt, 
ich werde den folgenden Satz beweisen: 


Satz: Für reelles k OSk<|]) ist 


IE 


2 — 
; dp 2 De, 
— log 2 — — )+ 
J Verzetraer 


RE ee 


mit“ 1A. 


E= 


1) Vgl. z.B. WHITTHAKKER-WATSON, Modern Analysis, 2nd Ed. N®. 21.8. Ausge- 
dehnte Rechenvorschrifte dazu werden gegeben in SCHWARZ-WEIERSTRASS, Formeln und 
Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Funktionen; 2te Ausg. Berlin 1893 (insbes. 
N®. 45 und N®. 49). 

2) SCHWARZ-WEIERSTRASS gibt unter Verwendung elliptischer Funktionen die voll- 
ständige Entwicklung, von der (1) das Hauptglied bildet (l.c. N®. 49, Formel (1)). 


(2) 
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Beweis: Im Folgenden bedeuten die Zahlen &,&,.... 
Zahlen mit OSHSI. 
Ebenso die Zahlen 9 mit |, |<1. 


Wir wenden auf 


Een. ie, 
\ 1-—k? sin? o 


zweimal hintereinander die LANDEN’sche Transformation an (vgl. Mitt. I, 


Hliltssatz 1, Proc. ALIV 5257607): 


Einmalige Anwendung liefert 


z> 8 ee 
i do ü da 1+k 
Ki=| = _I— = mitt 77% 
(k) = BE RER p Selen / 4k Or mit fg P= Be: 
) 
Na 
Wiederholte Anwendung gibt 
2. 2 Bi dy 
K (k) = 5 == ae ——— Fe  — — 
l-Fk 2 k en a2 
Ik dere ER), Re 
ö | | I a 
2 Il+k 
a3 2 dıy 
(I+l k) BETZTETTER 
1 sin? y 
& (I+1 
un “ VER en 
= 
a | eye RN gay 
5 I+lk 
mit 3) 
re sin 2 sin 2 En; Re 
9 7% 5 Te 
wer + cos 2 
also 
= (4) 


2 
nt + nie 
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Setzt man 
I-ik 
I a YRrE Ar ee 
nz q 0.224 ) (5) 
so findet man 
ern, 
a ei RE e (6) 
Aus (4), (5) und (6) folgt 
Br. ET 2 sin Pı cos ß} u tg 
2ali+4gt 200 —8g’sind, 1—4gttg?P, 
also 
—2gl 144 + AP +16’ +10 
tg fı = = q — en =| 
Pe NZ) 
Er BEE, 
— PrE 


(nur die positive Lösung genügt wegen O<P, <P< 


Der Hauptpunkt dieser Ableitung ist, dass tg ß, für kleine Werte 
von q (also für k in. der Nähe von 1) sehr einfach und genau approxi- 
miert werden kann. 

Man findet wegen (7) 


reger 1% 
el Eee 4q =; N) 
mit 
haÄ4Ie-hlmtad : an 2. 


Setzt man weiter in (3) 
ge 
tz, undıtg = = er (also. zen), 2 Kl) 


so ist 
Zu+h 


4 b dz ai 
K (k) = ——— - = — F 
” re Lu+Pa)1+1607) (+) 


a el, _dz N h Be 
(I + k) 1) Ki1+z22)(1 416952?) W (1422) (1+16q822) 


en h?z, (7 ee)! 
2LÜFZIUF+IEFzA\1+z? 1+16g'27?)\ 
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mit „=2z3=z,. Man hat 
1 2q 
= — —=2q(l-Q?+4'—-3&59%)= 
VÜ+zZAU HI) AHA) I+4g-q) j (12) 
=2gll gu 3.0) 


und 


23 


= 167° 
ru +22) (1+ H 16g° 23?) (Fat mer) <] 


0< 
(13) 


1+1)<2 
ren! 


Aus (9), (11), (12) und (13) ergibt sich 
U+l RR? 


AT) xn-) Patezayn ze 169°2)) 


Zhalega-a) hg eh. 


(14) 


te re 


=| j dz 
’ L(1+2)(1+416g°22) = 


x 
Zu 


il dz = 8 8 2? dz 
1 42) (1 +16q8 22 +2 JIN1+2 
0 


2de 
+96 158 ie 
Arge: 
0 
“ dz en 1 
| 2 +1)=log—; 
" 2?dz 2 1—g! 1 
m. Fa Abgar 270) ga tie 
er, j 
und 
f z: dz “ z 1 1 
0< en 3 — “2 N 
I arme 
N 0 


Man findet also 


1 
( TEST en 
ö 
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Wegen (9), (14) und (15) findet man endlich 


1 k)2 1 
HE kml +4log let 
1 
aloe te N eh) 
= +4g)log + Ag” 
mit 
ee 
und 
2 eo 
A ==] 2( = 
W (I+l 2 1—-lk “ 
® 1 (KEN Npi09 I re 
4 + MN HR) ! i-/%) z\i+,% 
WaAZaDEN, 


/ 
(- 


Zahlenbeispiel: Wie aus (2) hervorgeht, ist die Approximationsformel 
(1) sehr genau in der Nähe von k=1. Für k=1-—.e ist der Fehler 


— etloge 


w.— ——— , Die Formel (1) ist auch noch sehr gut brauchbar in 


2048 


Fällen, wo k nicht in der Nähe von I liegt, wie aus dem folgenden 


Beispiel erhellt: 
Das vollständige lemniscatische Integral hat den Wert 


dx _ _ 1 3110287771 
IN 


nach STIRLING und GAuss (vgl. GAuss, Werke III, S. 150 und S. 413). 


Weiter ist: 


= 
orten re 
re I1-+sin?p \ 2—cos?» 
0 o 


[3 


a 


“NS 


dp 


al! 1-4 sin?’ irzullz ) 


0 
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Setzt man 
= 1 
\k= 5 = 0,84089641, 
so ist 
in Ik — 0,08642724 
1% 
und 
LE... a — 1,3110136. 
\ 2 ((-+1 m: SR 


Die Schranken des Fehlers in (2) sind somit 


1 1 Ba 


Deere! ea 
Mu Ile 
a » GE) [= 000001502 


Al 1 = Eh Erle 
neuere [21002 (1%) 


= 0,00001574. 


jr 

EN 
Fl 
SIR 
SEN 
nn 


Also ist 


] 
1,3110286 < | __4< _ _ 1,3110293. 
Ana 
10) 


Mathematics. — Eine neue Erweiterung der LAPLACE-Transformation. 
(Zweite Mitteilung). Von C. S. MEIJER. (Communicated by Prof. 
J. G. VAN DER CoRPUT.) 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 


Hilfssatz 8 Es sei x>0, y>0, $ß>0 und k<1. Ich betrachte 
das Integral 


P+ki 
I= lim | Nun) Rune (u) ss Be ker), 
Meueı ke Tr | 
Bi 
Behauptungen: 
I=0 für 2 (ie 


Den für xy, 
Der ti yo füR xy. 
Beweis. Aus (26), (27) und (28) folgt, dass das Integral 
B+oi 
Nee (xs) Re nailus)stds. 1. 04 #38) 
Bi 


konvergiert für xy, aber divergiert für x=y. Der Integrand in (38) 
ist analytisch auf der rechten Seite des Integrationsweges; hieraus geht 
hervor, mit Rücksicht auf (26), (27) und (28), dass das Integral (38) 
verschwindet, falls x <y ist, womit die erste Behauptung des Hilfssatzes 
bewiesen ist. 

Aus (26), (27) und (28) ergibt sich ferner, dass das Integral (38) mit 
x=y zwar divergiert, der Hauptwert (37) mit x=y aber existiert, und 
dass dieser Hauptwert denselben Wert besitzt wie 

P+Ki 
lim | e*s (xs)} K es (xs)k s-ids, 

BA 
so dass dieser Hauptwert gleich #ix! ist; hiermit ist auch die zweite 
Behauptung bewiesen. 

Die dritte Behauptung folgt unmittelbar aus Hilfssatz 7, weil die 
Integrale 

B+ A Br 

Nk-4,m (xs) Rk,m+3 (ys) s"? ds und | Nk-1,m (xs) Rk,m+1 (ys) s"! ds 

ki A 


nach Null streben für >». 
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Hilfssatz 9. Je 0 <&<x%B>0 und k= 1, sorgilt 


re) 


und 


lim Im mixs) | Rss mn SDR de niert u40) 
u u) 


Beweis. Wegen (20).hat man 


B+Fi 
lim | Nk-1,m (xs) s’' ds il Rk+4,m (st) €” "3 dt 
Ve) 
Bi E 
r Dane 
a” lim Nk-.;,m (xs) Rk,m + (as) s": ds 
en u) u 
Be 
B+Mi 
—b” lim | Nıeım (xs) Rk,m+3 (bs), s? ds. 
Bro 


2 
lim Im em (x) Er Rısı m CODE A dei 059 


Die rechte Seite dieser Beziehung kann sowohl für a=x und b=x-+Öö 
wie fir a=x—öd und b=x mittels Hilfssatz 8 berechnet werden; das 


Ergebnis wird in beiden Fällen ni x"*, 


Hilfssatz 10. It O<c=a, u=0 undn<-—.1, so hat man 


+ ui 


/J eiindt|<L, Jerei<t. 
5 | | 


wo L nicht von a und u, also nur von c und n abhängt. 


Beweis. Wegen 
Integrale absolut genommen kleiner als 


a+@i c+@i 


| rlel= | leirlak|. 


a—ni c-@i 


Hilfssatz 11. Ist O<a<d und u=0, so hat man 


“+ ui 


a—ui 


wo M nicht von a und u, also nur von d abhängt. 


lem =e<] ist jedes der zwei betrachteten 
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Beweis?%). Man hat (ich setze C=a-+iy) 


a+ui 1 2 
ea. eng 
£ Tem d 
. Be] 
“—ul — u 


=ie |? cos y—y sin za. a. 


ZU 


u 


ie ( a cos y— Ey yzine | "cos ydy 
0 


leg au: 


+ 2ia2 e= j a 2 — 2ie— A sin ydy 


Nun ist 


und 


we 
RS, 
Fe 
a | 
VD! 
| 
m 
Q 
a 


3 sinydy 
le (+ y?)| 
0 


wu fe) 
ferner ie | Ss. beschränkt, f = on existiert. 
0 N) 


Hiermit ist die erste der Formeln (41) bewiesen. Ganz analog liefert 
man den Beweis der zweiten Formel. 


$ 5. Beweis von Satz 1. 


Benutzt man die Bezeichnungen (14) und (15), so bekommt die zu 
beweisende Formel (2) die Gestalt 


Ber 


F(x+0)-+ F(x—0) = lim 4 Ne-:,m(x3) (wjtids | R«+ım(st)(s)*3 F(t)dt. 
0 


>@ Tl, 
Phi 


Ich zerlege den Beweis dieser Beziehung in drei Teile: 


20) Hilfssatz 11 kommt als Hilfssatz 5 vor in meiner Arbeit [6]. Der jetzige Beweis 
ist einfacher und elementarer als der damalige. 


Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 54 
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Erster Teil. Für hinreichend kleine positive Werte von d ((<ö<x) 
gilt 
B+rAi x+o 


‚im N Ne les)(xs)® u) Rk+ı,m (st) (st)? F(l)dte=riF(x+0) (42) 


und 
B+A x 
lim | Nernesortas | Rk+4,m (st) (sy *3 F(l) de=niF(x—0). (43) 
a ee) 
B—hi De) 


Zweiter iLeil Ist 0-29 <% sargık 


lim JS Nirnteortas | Rassm(st)(s) "3 E(Ode=0,. (44) 
0 


Dritter Teil. Ist ö5>0, so gilt 


B+Fi 
lim il Ni las) (as) u Ro nlst)ist)e a Alt)yde= 0... 145) 
Din ze) 

B—ri 


Beweis von (42) und (43). Die Funktion Ft), und also auch 
ek=m F(f) ist von beschränkter Variation in der Umgebung des Punktes 
t—=x. Für hinreichend kleine positive Werte von r gilt daher im 
Intervall x <t=x+1r 


em Fö=xt"Fa+)+ad—- pl, . . . (46) 


und ebenso im Intervall x —- TZt<x 
em) a EN u De 
hierin bezeichnen p,(f) und %,(f) monoton zunehmende Funktionen mit 
lim 9, ()=0, lim 9, (f)=0, während y, (f) und w,(f) monoton abneh- 
t>x t>x 
mende Funktionen mit lim y, ()=0, lim y, ()—=0 bedeuten. 
t>x EPX 


Zu jedem positiven e kann man nun ein ö mit O<d=r so wählen, 
dass 


nl t+9)<E, ml +9)<e, yılx-d)<e, ylx—8)<e .. (48) 


ist. 
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Ferner hat man wegen (46) 


B+ri x+o 


[Nein Sal Rı+4m (st) (sei #-+ E (0 de 
B-Hi 
P+ri x+0 
ey | Ne esse er Resm(st)emtde \ (49) 
B-Hi 
P+#Mi 
+4 [ Neyms)s- Reim (0 {91 (99 ()} en dt. 
Ben 


Für das auf der rechten Seite dieser Beziehung stehende Integral mit 
Yı (£) gilt mit Rücksicht auf den zweiten Mittelwertsatz 2!) 


BER 
Nk-4,m (xs) s 2 Rx +4,m (st) 9ı (f) €"? dt 


P-Ai 
Beh 


[mo 9 ( De dt a. Nk- m (xs) Rk+ı ‚m (st) s Ras 


B—i 


x+o B+Ai 
es, il mi de |, Nana ml&s) Rekumlst)stds Er 
1 Bi 
(wo x<n<x+ 6) 
P+i x+0o 


ee 


= 9, (x +6) f Ne-,m(xs)s!ds | Rexzam(st)t"Fdt 


Phi 7 
S+li 


0) | Nk-1,m (xs) [7” Rx, m +1 (Ns)— (xHö)" Rk, m++1(&x+6)s}]s"’ds 


Bi 


wegen (20). 
Das in (49) auftretende Integral mit 9, (f) kann in ähnlicher Weise 


reduziert werden. 
Nun strebt der erste Ausdruck auf der rechten Seite von (49) gegen 


ziF(x+0) für >» (siehe (39)). Um Beziehung (42) zu beweisen, 
brauche ich also nur zu zeigen, dass die auf der rechten Seite von (49) 


B+Ai 
21) Das Integral Nk-4,m (xs) Rx +4,m (st) s"' ds ist rein imaginär. 


BR 


34: 


836 


vorkommenden Integrale mit 9,(f) und 9,(f) beliebig klein gemacht 
werden können. Ich darf mich hierbei auf das Integral mit op, (f) be- 
schränken. 

Da p,(x-+6)<e ist für hinreichend kleine positive Werte von ö 
(siehe (48)), folgt aus (50), dass ich nur zu zeigen brauche, dass das 
Integral 


B+ri 
Nein) Remaa)stds . » - : : 60) 
Bor 
beschränkt ist für alle positive Werte von A und für xs<y=x-+6, 


wobei 7 von A abhängig sein darf. Aus (26), (27) und (28) ergibt sich 
endlich, dass ich statt das Integral (5l) nur die Integrale 


ß B+Ai B+Ai 
> x=n)s 
e5 s2k2 ds, e1S s2k2 ds, Be 
s 
Bi E Bi 
also die Integrale 
nB n(B+ Hi) Mr)letr)  _ 
i x er di 
es rd, J erh, - 
n(5-Ai) nB (n-x) (BA) 


zu untersuchen brauche, und diese Integrale sind beschränkt, wie un- 
mittelbar aus den Hilfssätzen 10 und 11 hervorgeht. 

Hiermit ist der Beweis von (42) geliefert. 

Genau so folgt (43) aus (47) und (40). 


Beweis von (44). Aus (23) geht hervor 


B+Mi x—0 


f NE 3 m) Rs) Zu Rr+4m (st) (st) FE (N) dt 
& fi) 


Bi 


x—o 3 ri 52) 
— xk-i | Flo) r-tdt | Nı-4m(xs) Rest m(ss-"ds=UhtU,-Us-U, 
o Bi 


worin 


(53) 


Kat 


= HEN. Brig} [rare Te 


und 


x—0 


U,=— (k+m)x* (BA) 3 Ne44,m taz [Sera a IE ER 


Pe 


0 


während U; und U, die entsprechenden Ausdrücke mit ß—Ai statt 
P + Ai bezeichnen. 
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Ich untersuche jetzt das Verhalten des Integrals 


f F) Resum PH AD ERW ertHi de 
wi Fu N 4) 
In 


falls A nach & strebt. 
Für das Integral von O0 bis A-! findet man wegen (15) und (4) 


Aal 
1 k 2 
RN (B+Ai) N )£ ie IF(e)| )Iettmal 


ja of fie re ne! =o)2 fir del =o0e) 


Ist re=47!, so benutze ich (man vergl. (26)) 
Rerum {PHASEN EN e-Brn + Ola; 


für das in (54) stehende Integral von A! bis x—ö gilt daher ??) 


ha m($E+M)AFi)e Id 
P.% 


Et 


x—0 


S ae a -[}E ul ser: 


+0 ef Kölle! ar +0 ef Rene: de\ 


Aa) x—0 
—=o (AH) + [®) Du IF() | a r oVe | IF) E23 — o (Akt}), 
A: 2 


Die beiden in (54) vorkommenden Integrale sind also o (4**?). Aus 


(28) folgt aber, dass 
HAFEN. mE B-ORTA) HOT). . (55) 


ist; der durch (53) definierte Ausdruck U, ist daher o (1) + o (A*%)=o (l), 
da k=0 ist. Für A>® konvergiert U, also gegen Null. 


x—0 
BEE F (fett dt 
22) Das Integral PIE strebt nach Null für A— co wegen des 


0 
RIEMANN-LEBESGUEschen Lemmas; man vergl. DOETSCH, [3], 50; TITCHMARSH, [8], 11. 
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Auf dieselbe Weise zeigt man, dass auch U, U; und U, nach Null 
streben für >». 

Hiermit ist der Beweis von (44) geliefert (siehe (52)). 

Beweis von (45). Im wiederholten Integral 


B+li 


| Nk_4m (xs) (xs)*-3 ds | Rerım (sd) (sd) F(l)dt . (56) 
Ba x+0 


darf man die Reihenfolge der Integrationen umkehren. It k=m=—k, 
t>0,ß>0, y reell und s—=fP-+iy, so gilt nämlich *°) 


"Resale ea 7 


Hieraus und aus der zweiten Voraussetzung von Satz 1 geht hervor, 
dass das innere Integral in (56) gleichmässig in s konvergiert, so dass die 
Vertauschung der Integrationsfolge gestattet ist. Mit Rücksicht auf (23) 
bekommt man also (man vergl. auch (52)) 


B+Mi © 
Nee 4 m (es) (es) ds [Resum (st) (+ Fi)d=V, + V,-V;—-V, 


B—Ai x+o 


worin 


Vi = xt (PH) Ne, m {BA a WPHAdEK FT Tdt 


3 


und 


’ 


5 


Vz HIN m SUN RUN 


während V, und V, die entsprechenden Ausdrücke mit ß—Ai statt 
ß + Ai bezeichnen. 
Nun folgt aus (26) für >» 


= (PA)! Fl) Ge dr (ragen Ka elite 
ı x—t Mr m 
wu x+0 
ir ja (eh Kae: de\ = o (Ikt1) 
x+o 


wegen des RIEMANN-LEBESGUEschen Lemmas. 


23) (57) folgt aus (15) und Formel (A) von Fussnote #), 


839 


Mit Rücksicht auf (55) gilt daher für V,, ebenso wie für U,, 
Vi=jO@-y + Oo) =olt) 


so dass V, nach Null strebt. 


Genau so zeigt man, dass V,, V; und V, gegen Null konvergieren 
für >», 


Hiermit ist auch (45) bewiesen. 


$6. Beweis von Satz 2. 


Zur Vereinfachung der Bezeichnungen benutze ich die Abkürzungen 
(14) und (15). 

Aus der zweiten Voraussetzung geht hervor, mit Rücksicht auf (26), 
(27) und (28), dass man im wiederholten Integral 


© B+@i 
u el, Rerum(st (side Ei: Ne-4m (tz) (2) Fl2)dz 
0) B-wi 


die Integrationsfolge vertauschen darf. Dieses Integral ist also gleich 


sk=m 2 2) ne 
us, j® 


P-wi 


wegen (29). 
Nun besitzt das Integral 
4 a—-ai a+ai P+teai a) d 
Sag DZ NZ 
en re 
P-ai a—ai a+tai B+ei 


infolge des CaucHyschen Satzes für hinreichend grosses a den Wert f(s). 
Man kann aber leicht zeigen ?*) unter Benutzung der Voraussetzungen 
3 und 4, dass die hierin vorkommenden Integrale von f—ai bis a—ai, 
von a—ai bis a+ai und von a-+ai bis + ai nach Null streben für 
a—». Die rechte Seite von (58) ist daher gleich f(s), womit Satz 2 
bewiesen ist. 


24) Man vergl. einen analogen Beweis bei CHURCHILL, [1], 570—571 und DOETSCH, 
[3]; 127—128, 


Mathematics. — Sur des series et des integrales definies contenantes 
les fonctions de BESSEL. IV. By J. G. RUTGERS. (Communicated 
by Prof. J. A. SCHOUTEN.) 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 
Multiplions les deux membres de (209) par sin x resp. cosx et ceux 


de (216) par cosx resp. sin x, alors nous trouvons par soustraction resp. 
addition des membres correspondants: 


58 


| sin2a. " a= tsin x a)—cosz hl, 1229) 
0 

F ee 
| es2«. | — da= lcosxh(x)+sinxi (e)}. (230) 
0 


En faisant de m&me ä l’&gard de (201) et (202), ainsi de (203) et (204), 
on obtient: 


a x)—(2n+3)cosxhanr2(x)} = 


n=0 


=1 [ne] I — 4 gu & IsinxIp(x)—cosxI,(x)} en vertu de (22 


I (N (l2n +2) {an +1)cosxhurlx x)+(2n+3)sinx Ionı2(x)} = 


n 


5), 
=5 +cosxh(e x)+sinxI,(x)} en vertu de (226), 
> x)—(2n+3)cosx Ian+3(x)} = 

6), 


-2[ sin?a. \ FE a K 11-cosxhl )—sinxI,(x)} en vertu de (22 


P> (—1)"(2n+2))(2n+1)cosx hn42(x)+(2n +3) sinxIan+3 (x 


n= 


[e} 


x 


— 1 (sin2a. | "T"da= Slsinzi)—coscc (x)} en vertu de (225). 
0 


e 
w 
ee 
m 
/ (233) 
| 
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De (198) nous faisons encore une autre application. A cause de la 
propriete des fonctions de BESSEL: 2,0 = „-ı(xX) + L,+1(x) on peut 


ecrire pour le membre gauche de (198) en y substituant o=»v-+1: 


3 (1)? (2n + 2) Iavronzı (x) + Iovr2n+3 (X) = 


Pr, 
= IN ln + 2 br) + ZA (On + 2) Bram (&)} = 
—=x er (X) = | zZ) (2n-+4) Brtanıa(&)— 3 ill 

= hu (0) IM Bumsl)=x 3-1) huansı &). 


de sorte que nous avons trouv& la formule suivante: 
x (1) Brtanzı ( af x—a)I,(Jada, Rw>-—1l. (235) 
BR 


Posons maintenant »=m resp. v—=m-—4 (m entier positif ou nulle), 
alors nous trouvons en vertu des series (b) et (c): 


fi x) Im()ada=(-1/m & | sinx—2 > Arlaule)), m=0 (236) 


x 


[rom (d)ada=(-Ijm & feosx+ I(x)— EN Eu) m=0; (237) 


0 


de la derniere formule (211) et (212) sont des cas particuliers, nommement 
pourime DW etim=1|, 


$ 9. Si nous remplagons dans (a) » par v»-+2n et multiplions les 


(+2n) T'(v+n) Ken 


deux membres par 2”* 


Dun) 


apres la sommation sur n de 0 ä ® d’apres III: 


2 Sb+2n)To+n) en Iretzatı (x) = 


): alors nous trouvons, 
n 


e+1 onen ]) n 


fen tg 


(238) 


qui pour a—=v—1 se reduit ä (89). Alors nous supposons maintenant 


uFrv—|1. 
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En substituant o=— % on obtient la formule particuliere: 


a $ +2n)I(v-+n) a Dina | 


n=0 Liatn- 1) n 
(239) 


a a 


& = | ea ya | 
ze E2 


La substitution u=»+m resp. u=»—m-—2 (m entier positif ou 
nulle) dans (238) et (239) donne les formules particulieres: 


[ano ln) m = 
ö RL (240) 
al )>—l 
Im air () an 


— 2m (e+1) zo ®-+m-+n) v+m+n—1)...(v-+n) Intern &), ! MN 
rn (x—.a) sin a en = 
0 


1 1 m a &® 


= 2” (o-+H1) 182 2 (+m-+n) v+m-+n—1)...(®+n 


242 (m+1)! & z v»+n—1 m+n-+1 
a ze) on) ( m ) ( = )reransı le) 


Iran €) ’ 


= (malen, 
0 


amt (m)! 2 Can) ee Bi I42n+3 (x) = 


m-+1 n 
2 RW)>—1l 2 
Be 12 ve . e> m+2 da y mn. 
— | = Ale. (x—a) sin a . (x—a) TER ZI m=0: 
N) 
En substituant u—=—+ resp. u—=4 dans (238) et (239) on trouve 
apres une l&gere reduction: 
De)?’ a A ee R 
u 2, » n ( Dt ) Ir+e+2n+1 (x) = 
f d 1 (244) 
= fe (a) cos (x—a) . (x—a)” , e m) 
” e trRe>—1 
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1)" (v) ur 5 ( 1)" »-2n a u VE (x) — 


o+1 n=o 2n-H1 2n (245) 
fen [2 
T’o+1)2rt! > ale eu en I, +2n+ 3 (x) = | 
n=0 n n 
En | (246) 
= Vz) sin a cos (x—a) . (x—a)” ne . RW)>—1 | 
ee ln (2r-n2n—2 = 
el ara) 
er: (247) 
— Vale a.sin (x —a) . (x —a)’=! Ru): | 
Ri, al a 


La substitution »—=0 dans (244) et (246) donne (2) et (35), ainsi v—1 
dans (245) et (248) donne (1) et (34) comme des cas particuliers. 
En substituant »=1 dans (244) et v—2 dans (245) on trouve: 


Se Br) Ietons2 le) 
x ER 2 (248) 

= fh (a) cos (x—a). 2 da, Re)>—1 \ 

a 2n 2)? Ieron+3 (x) = 
(249) 


An 
’ e 
= 108 (a) sin (x—a) . — "da, Ro)>—1 
N) 
Substituons asus dans (180) et (181)»=0o-+ 1 et multiplions nous les deux 


+1 
2 


aux membres correspondants de (248) et (249): 


membres par ‚ alors nous trouvons en ajoutant les deux membres 


2 03 (2n+1)(e+2n 2) Iran (= 
> en 51250) 


et: (7. (a) cos («—a) Rie)>—i 


1) 


n 
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(1 (2n+2)(o+2n+3) Iernıs(d) = 


0) 
x 2 30.0251) 
EHE (u @sina-gl, Ra>-i 


0 


n 


Remplacons dans / o par o+1 resp. o+2 et multiplions les deux 
membres par o + 1, alors nous trouvons en ajoutant les deux membres 
aux membres correspondants de (250) resp. (251): 


S (1 (+27 +2 Ieranı2(0) = 
(252) 


er + Santa, ae 


3 (1) (o+2n +3)? Ioranıs (0) = 


x E (253) 
== ._ | I.+2 (x) + [kn sin (x )** 2 Re)>_1. 


Les integrales qui paraissent dans (250) jusqu’ä (253) avons nous dejä 
rencontrees dans (1) et (2); alors on a (qu’on peut deduire aussi directement): 


1 (2n+1)(e+2n-+2) Iern42() = 


Ns 


X P> (—1)" Doawaı (x) ia (&), \ 
=0 


n 


ZA @n+2e+2n +3) Iran (&)= x yet Istan+2 (x), (255) 


n 


a 1)® (0 P2nB), ans te= 
En an e+))x Ei 
2 Ie+2 (x) 2: 2 ei e+2n+2 (2): 
En vertu des series (b) et (e) nous trouvons en substituant dans (254), 
(255) et (256) e=2m—1 resp. o—2m (m entier positif ou nulle): 


2 IP Zr FU)(2m+2n-+ 1) Bmsans (x) = 


— 


m—1 (257) 
—(—1)m 5 teosx+h(x)—2 Sul-ije In(&))— 5 Im (®). m=o0 
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EI @n+1)(2m+2n+ 2) mr (x) = 

e AR (258) 
— (—1)m — 5 Isin x—2 2 al Iazı (x) — 5 ent 0 

Z (1 (On+ 22m +2n +2) hmm (x) = 

ö Es (259) 

— (—])m e | sin x—2 2 (—1)* Inrı (x), m=0 \ 
a, 2n+2)2m-+2n+ 3) Bm+zn+3 (x) = 
> (260) 


= (1m & foosc+ I (a)—2 en 


3 (1° (2m + 2n + 2° hmm (x) = 


m-—1 


— (1)m 5 Isin x—2 2 (N Bas (&)) +m&bnsı (x), m=0 


> (1)"2m-+2n-+ 3) omsanys (x) = 


R=0 


. Dee 


— (—I)mt! 5 |cosx + I,(x)—2 2-1 Bo 


Les cas particuliers m=(0 ou m=— | avons nous dejä rencontres; 


voir (210), (213) et (223). 


$ 10. Eu egard ä la serie connue!): 


ren) m 


nous remplagons dans (a) v» par v»--2n et ensuite nous multiplions les 


=. 


” ): alors la sommation sur n de 0 a 


deux membres par (— vr( 


et le changement des membres nous donne: 


, x—a BU \ x—a 
fr Bl h. >) len) 


BEE THOR TEE 
edel) (Reo)>i 


I) NIELSEN, |. c. p. 270, (4). 
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ou en remplagant » par 2v, o par 20, x par 2x et a par 2a: 


x 


jl I, (x—a) L,_4 (x—o) Izerı (2 a) en da= 
ö 0.063) 
_ YV%x Reo)>—4# 
en I+o+1 (&) Io+e (X), Ro 
0) 


En y substituant successivementt oe =— 4,» =(, v—=tetv—=1]on 
trouve les formules particulieres: 
x ———— 
'x—a da 


fi (x—a) I,_ı (x—a) sin 2a. \ ae 1264) 


=2V ax lu) bl), 


0 


x 


nz 
[R-oRen 2 a) cos (x-a) eg j z Tor (&)Ie(&), R(o)>—4 (265) 
0 
i : da 
J I, (x—a) Ro+ı (2a) sin (x—a) I | 
’ . (266) 
LI 
=. | erlaule) R0>-) 
il I, )) To+1 (20) sin (x—a) = | 
i ey, 
1 In x 
ar) len) Ro>—. | 


I / 2 e+3 @ ) 
Apres avoir multiplie les deux membres de (265) par sin x resp. cos x 


et ceux de (266) par cos x resp. sin x, nous trouvons par soustraction 
resp. addition des membres correspondants: 


re a) Bo+ı ( (2a) sin a“ — 

(268) 

1 /nx 

— ITEM, - Tex} (x) {sin x Io (x)—cos x Ierı (x)}, Re)>—4 
[* (x—a) Re+ı (2a) cos a = EB | 
i (269) 
en De ler; ( 1. in xl, 1 \ 
=,,rı/32 x)tcos x Io (x) + sin x Ierı (x)}, Rl)>— 3.) 
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1 


La substitution o0=—-4 o=0 et o=+ dans (265) jusqu’a (269) 
donne les formules particulieres: 


x 


IL (x—a) cos (x—a) sin 2a nz —n) ?2xı (x) I[ı(x), (270) 


a a 


0 


(x—a) sin (x—a) sin 2a 2 —n| ?2xh(x)h(x), . (271) 


a a 


0 


a 


IE (x—a) sin (x—a) sin 2a 5 = —nly ?2xı(x)I(x), . (272) 


) 


x 


I» (x—a) sin a sin 2a 


0 


da 


-—nV 2x I,(e)|sinxI_,(x)-cosxd;(x)}, (273) 


a a 


da 


» (x—a) cosa sin 2a Er —ny 2x1. (x)|cosxI_4(x)+sinxI;(x)}, (274) 
A a 
0 


a 


28 


% (x—.a) I, (2a) cos (x—a) 4 IS (205) 
ö 

* . da i 

| I, (x—.a) I, (2a) sin (x—a) — sinx ae) 


0 
c . da or. 
| I, (x—a) I, (2a) sin (x—a) ee ,, (sinx—xcosx)I (x), (277) 
v 


I» (x—.a) I, (2a) sin a = —= sinx !sin x I, (x)—cos x I, (x)}, (278) 


0 
| I, (x—a) I, (2a) cos a = enicosxh,(“)Lsinx (x). (279) 
0 


x 


f» (x—a) I, (2a) cos (x—a) = zAsmahl%). 222.280) 


0 


[rar ee (sin x xcosx)I, (x), (281) 


| en _ ri 3= eye, el 


J Io (x—a) L, (2a) sin a = — = (sinx—xcoösx)I, (x), - (283) 


z dor sm2x 
Jah Bacsu = a, he). 220288) 


0 


$ 11. En &gard aux series 2 a 1)" Dn+ı (X) sin x et 2 > Fen+2 (pe 


n=0 n=0 
—=sin’$x nous substituons dans (235)o—=n resp. oe=2n-} et ensuite 
nous multiplions les deux membres par 2 (— 1)" resp. 2; alors la sommation 
sur n de O0 ä © et le changement des membres nous donne: 


Ft 
n & 5 En 1 I,+n+3 (&%) Ir+n (X) = 


35 
2) 


I, (x—a) I,_, (x—o) sin2a.| x—a 2 Re) 2 


| 
| 
| 


S 1 
=, 21 I,+2n+1 (&) Iv+2n+3 (X) = 


A | Ba ee , RO>—4. 


Si nous substituons dans (285) et (286) successivement v—(, v—4 
et v—], nous trouvons comme formules particulieres: 


0 


2 3 Beet | x—a) sin (x—a) sin a (288) 
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x 


jr x— a) sin (0) sin2a““, (289) 


n=o 2n+ i a 


P3 BR; (&)7: oz [a (x—a) cos (x—a ee (290) 
a en 2n+ı( o Es 


n—=0 


x 


B —— Inr(x)I — 2 Is( . Re da 291 

=, Es 2n+2\X ) 2 >| Er f) x—a) sin (x—a) sin a re ( ) 
h) 

E zn) nr2(e) -Vzjı er 

a 2n+2  (x—a) sin (x—a) sin? a .. (292) 


En multipliant les deux membres de (287) par sin x resp. cos x et ceux 
de (288) par cos x resp. sin x on trouve apres la soustraction resp. 
l'’addition des membres correspondants, et en faisant de m&me ä l’egard 


de (290) et (291): 
el): 


= a In+ (x) {sin x In (x) — cos & Inyı (x)] = 
== — en In - 1 Ia+: (x) |cos x Iazı (x) + sin x Ion+2 (&)} = (293) 
zii I, (x—a) sin 2a sin a“®, 
= 
> EU 1 (@)leosxIn(x) + sin x Inn = 
ran F \ 
Be 3.0294) 
L al 22 
FW; SH, 
© j 
Egaz Tansı (x) {sin & Ianyı (x) 05 & Ins (e)} = 
# (295) 


a aaa en da N 
el) we 22 
lde a) sin? a 7 
0 


$ 12. En remplagant dans (263) o par o+n et en multipliant les 
kei n 
deux membres par Bra: +2n-+1), on trouve apres la sommation 


Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 55 
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sur n de 0&%, ayant &gard ä / et en changeant les membres: 


ee 


n=0 
1 98 Ro)>—: 
er Ik, — go), a) I. 2 — d . 
vl lee) U r—ade, nn, 
ou en posanttv=u—0—}: 


I (1 Iarn (&) Inn (x) = 


1 


oO 


— _ı_ [ Iu-0-3(x—a) Iu-o-1(&—a) (2a) | 'x—ada, RW>R()>—4. 
3 
0 


En substituant dans (296) o=u—4 et v=( resp. v—4, ainiv—=u—! 


2 
et 0=—4 resp. 0=4F, on obtient les formules particulieres: 


2 (AU Ira) une) = 


n=0 


Pe . (298) 
== \ ir (x—a) Iru-ı (2a) cos(x—a) da, R(u)>O 
0 


2, (—1)" Iusn+3 (X) Inın (&) = 
(299) 
= 2 [not 2aane-0c RW>o) 
FM Tanke) lan (= | 
TE (300) 
= | Iu-} (x—a) Iu-ı (x—a) cos 2a. 1 da, R(u)>0 \ 
2, us Tutntı (x) Ju+n- (x) —— | 
(301) 


1 2, 
= jede sin2a. “da, RW>0. 
0 
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Multiplions les deux membres de (298) par sin x resp. cos x et ceux 
de (299) par cos x resp. sin x, alors nous trouvons apres la soustraction 
resp. l’addition des membres correspondants: 


3 er) = cos Tr ke) = | 
n—0 
2 .. (302) 
= SZ] I, (x—a) Ru-ı (2a) sinada, R(u) >0 | 
ö / 
FE -1y Turn bo) {eos hun (e)+ sin zaen = | 


ee: (303) 
=: V jr (x—a) Ru-ı (2a) cosada, R(u)>0. \ 
5 


En multipliant les deux membres de (300) par sin2x resp. cos2x et 
ceux de (301) par cos2x resp. sin2x, on obtient apres la soustraction 
resp. l’addition des membres correspondants: 


2. EDEN er (ae) sin 2 lea le) cos Klum X) | 
DR (304) 
= | 4 lo) le (a) sin 2a. \/ de, RiW)>0 
Irz x—a 
0 / 
2, (— 1)? Iu+n-ı (x) fcos x Intn-ı (x) + sin & Inrnzı (X)) = | 
i x DR > (305) 
— j* ı (a) Iu ‚(a eos2a. J/ ar da: Rw>0. 
\ ax | x—a 
0 
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Anatomy. — Hemiballism and Biballism. By C. BAUMANN. (Communicated 
by Prof. C. U. ArıEns KAPPERS.) 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 


Considering the relatively rare occurrence of pure hemiballism and the 
fact that hitherto only one case of biballism is mentioned in literature we 
take the opportunity offered by two patients, one with hemiballism, the 
other with biballism to compare the clinical facts occurring in these cases. 
Since both patients are still alive post-mortem data cannot be reported, but 
the cases themselves are interesting enough to be published. 

Although the definition of ballism, as given by different authors varies 
in details, the most important symptoms may be summarized as follows: 
The non-pyramidal unvoluntary co-movements observed in these patients 
are conspicuous by force and extension. T'hey are usually not limited to 
one group of muscles or to a part of an extremity, but involve the whole 
extremity in such a way that it makes the impression as if the patient were 
throwing or kicking. This impression arises from the fact that in hemiballism 
of an arm not only the hand or fore-arm but the whole upper extremity 
including the shoulder girdle is involved. Besides, the movement is usually 
excessive and may include rotation of the trunk and neck. In ballistic 
movements of the leg the pelvic girdle may be involved. Whereas the range 
of the movements is great they are not frequent and compared with the 
movements in chorea Huntingtonia they are less quick. In some cases they 
make the impression of being phasic in character. Starting quite suddenly 
after a few minutes they usually lessen, to disappear gradually. 

As stated above the majority of the cases hitherto mentioned are one- 
sided. They may apparently be the result of various brain affections. 
Appearing in a rather abrupt way on one side only, they usually involve 
arm and leg. Involvement of the face (sometimes on one side only) is more 
frequent than that of the trunk. The facial phenomena may include forced 
laughing or dysasthric speech. In a few cases hemiballism is accompanied 
with slight pyramidal disturbances on the same side. 

An important fact to be noted is that the ballistic side of the body is 
usually hypotonic and that in most cases sensory and coordinative functions 
are entirely unimpaired. The phenomena mentioned increase by emotion 
and disappear in sleep. 

The following case in my observation — the youngest ever described in 
literature — illustrates the facts mentioned above. It concerns a young man 
of 19 years, whose parents were perfectly healthy. Birth was normal and 
in his early youth no infectious diseases of any importance occurred. 
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Although the boy learned speaking and walking wihtin the normal time, 
in the course of the first years the mother noticed that the boy did not use 
his right leg normally. When walking he was inclined to turn his feet 
inside and he showed a tendency to walk on his toes. Apart from this his 
gait was normal before his 7th year. From that year on it became abnormal 
and the boy developed a pointed foot which could not be changed by 
bandaging with plaster of Paris. Contemporaneous co-movements of arm 
and leg on one side were first observed in his 8th year. As this caused 
him to fall, patient was sent to school in a car. Also in the intervals 
walking was poor and although patient showed no distinct intellectual 
defects, he had great difficulties in following his lessons. 


Fig. 1. Fig. 2. 
Patient G. v. K. during an The same patient during a following 
attack of hemiballism. The attack. Right arm and right leg are 
right arm is swung entirely jerked backward while elbow and 
backward. wrist are kept in flexure position. The 


right lower leg is moved backward 
and outward. 


Internal organs, urine, bloodserum and liquor were normal. Neurological examination 
revealed no disturbance of surface or deep sensibility. Senseorgans normal. As far as 
concerns motility, the cranial nerves are intact, no nystagmus, no squinting. Using the 
dynamometer the force of his right hand proves to be smaller than of his left. 
Movements in the thumb and the small muscles of the right hand are limited. No atrophy 
and no hypotony in the arm muscles can be stated. In both legs active motility is normal. 
The left foot is kept in normal flexion, but the right foot shows a maximal flexion- and 
adduction-contracture. In walking — which can be only done with the help of others — 
patient stands on his toes which influences his entire attitude also in standing. Pupils 
normal, armreflexes high and thumb-carpal reflex positive an both sides. Left abdominal 
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reflex lower than right. Whereas the tonus in the knee is about the same on both sides, 
the right knee reflex is higher than the left. Achilles reflex very high on both sides. Double- 
sided Babinski. The contracture in his right boot cannot be taken away. No coordination 
disturbances in the arms, no cerebellar symptoms. Speech, though sometimes stuttering, 
is usually normal. No vegetative disturbances. 


The most striking symptoms are the purely monolateral hemiballistic 
attacks in the right arm and leg. T'hese started suddenly with a strong 
backward or sideward co-movement of the right leg. During these move- 
ments the knee remained in flexion. At the same time patient started to 
throw out his right arm, which was slung backward in the shoulder girdle, 
while the elbow and wrist were kept in flexure position. 

The ballistic movements appeared once in a second but their frequency 
varied. 

It should be noted that the ballistic movements in this patient developed 
quite gradually, not as a consequence of a febrile disease. Apparently we 
have here a pure case of hemiballism based upon a gradual degenerative 
process, not an acute case as usually results from an infectious or vascular 
origin. Furthermore it is interesting that in the intervals, patient developed 
walking disturbances which finally presented themselves under the image 
of a spastic spinal paralysis. 


We now turn to the case of bilateral ballism, the second hitherto publish- 
ed. The first case was described by RAKoNITZ ('33). Before analysing that 
case we will give the details of our patient. It concerns a man of 58 years. 


May 1939 this man came to me complaining of walking difficulties. Before that time 
he had always been healthy. No lues. One morning he suddenly felt dizzy, the world 
round him turned. T’'his was followed by headache without nausea or vomiting. After this 
vertigo patient had difficulties in walking. He felt as if he were drunk, while at the same 
time he had a feeling as if somebody poured water over his back. One week after this 
patient returned, telling that one morning when he sat reading he was attacked by sudden 
shocks commencing simultaneously in both legs, which were lifted as if he would kick 
somebody, The frequency was about 1 per second. The ankle and knee joints were 
stretched and the leg lifted in the hip joint. The first attacks were limited to the legs, 
but soon they spread over the trunk, arms and head. T’he arms were lifted in the shoulder 
girdle and the elbow and wrist joints flexed. These arm movements too were practically 
symmetric and could not be fully repressed. The movements were large ones, 1 per 
second, like those of the legs. Trunk and head movements were of the same type and 
frequency. Those of the head were nodding movements, which could not be repressed 
voluntarily. The attack usually lasted one minute. During this time patient was not able 
to stand or to go and had to wait for the end of it in his chair. Consciousness did not 
leave him a moment and patient could tell all the details of his attack. During the attack 
and shortly after speech was considerably impaired and resembled that of an inebreate, 
Incontinentia and tongue bite did not occur. Once during an attack I was able to 
examine his footsole reflex and found a Babinski on the left, Strong perspiration over the 
whole body. During the attack he usually was hypersensitive to light and touch. Attempts 
to keep the patient upright failed, as he was inclined to fall backward and every attempt to 
make him take some steps failed in consequence of the throwing movements of his legs. 
When he sat these movements sometimes resulted in a clasping together of the legs. During 


Eig, 3. 
Film fragments of an attack during which patient S. makes nodding movements with his 
head, which slightly rotates, but is mainly moved forward and backward. At the same 
time the trunk is somewhat bent and stretched, both arms are moved a little up and down 
in the shoulders, during which elbows and fingers are flexed. The co-movements also 
occur in the legs, which are sometimes strongly affected. The frequency of the various 
co-movements was usually I per second. Often patient could tell when an attack was 
coming. They were sometimes announced by increased emotionality. 
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the attack the tonus ot all extremities was strikingly low. Trying the heel-knee and finger- 
nose experiments he usually made considerable mistakes. 

Sometimes patient was free from attacks for several days. On other days he had several 
attacks, one after another, each lasting some minutes. Although his emotionality was raised 
by his illness patient showed no signs whatever of mental deterioration. 

In the intervals his neurological status was about normal, his sense of pain and touch and 
deep sense were unimpaired and so were vision and audition. Fundus oculi normal, hearing 
left and right 4 M, tune fork audition normal on both sides. No hypersensitiveness of the 
labyrinth. No motor disturbances in extremities, trunk or head, no double-vision, no 
nystagmus, pupils normal. 

Arm, leg and abdominal reflexes normal and equal on both sides. Some pointing defect 
in the right finger, but far less than during an attack. Only the tonus in his right leg was 
evidently lower in the intervals and his gait was that of a sailor, legs spread. Blood and 
liquor reactions, normal. 


As stated before hitherto RAKONITZ has been the only one to give a 
detailed description of a case of bilateral ballism or biballism. Our case 
resembles that of RAKONITZ in all principal features. In both cases we have 
symmetrical wide range movements. Although in my case these movements 
set on in the legs, after the attacks became more numerous the arms were 
most affected. The movements in the legs could os be repressed some- 
what more than those of the arms. 

During the attack our patient had evident speech disturbances and coor- 
dination disturbances of arms and legs. 

Since in our case the symptoms probably were of arteriosclerotic origin 
it is not strange that the onset of the attacks had a rather apoplectiform 
character, in contrary to RAKONITZ’'s case of biballism and our case of 
monoballism mentioned above, which probably resulted from degenerative 
processes, 

With RAKONITZ I am inclined to accept a double-sided affection of the 
corpus subthalamicum as the cause of biballism. In hemiballism Von 
EconoMo (’12), MARTIN ('27), SANTHA (’32), and others constantly found 
a partial or total atrophy of the controlateral corpus Luysii. A comparison 
of the findings of various authors who had the opportunity to study the 
postmortems of their cases shows that no lesions of field H, and H2 of 
FOREL, the posterior part of the internal capsula nor of the zona incerta, 
red nucleus or substantia nigra are constant findings in hemiballism. Since, 
however, in most cases the origin of the disease was to be sought for in 
arteriosclerosis or some other vascular disease it is not strange that focuses 
in these cases are not limited to the corpus subthalamicum only. MATZ- 
DORFF ('27), WENDEROWIC ('28), PELNAR and SıckL (29) and BALTHA- 
SAR ('30) mention additional dorsal thalamic lesions 1) on the same side 
of the diseased corpus subthalamicum but in SANTHA's ('32) case and 
also in the patient described by HAmPEL ('36) no dorsal thalamic lesion 
was found. 


1) An influence of the thalamus proper on the corp. subthalamicum might be effectuated 
indirectly by thalamic projections on the corpus striatum and hence by fibres of the ansa 
lenticularis to the c. Luysii. 
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The frontal connections of the corpus subthalamicum are such that 
descending pathways from the globus pallidus reach it via its capsular 
fibres. Fibres from the corpus subthalamicum to the striate body are pro- 
bably far less numerous. At any rate the globus pallidus is superimposed 
on the functions of the corpus subthalamicum. This also explains the fact 
observed by KAsHıDA ('25), who noted that lesions of the strio-subthalamic 
pathways may give rise to co-movements resembling ballistic ones. Since, 
however, in KAsHıDA’s case a bilateral interruption of the ansa lenticularis 
was accompanied with a bilateral lesion of the globus pallidus, this explains 
the hypertonic condition of the extremities in his patient. As stated above 
hypertonicity is not found in ballism resulting from a degeneration of the 
corpus subthalamicum only. In such circumscript subthalamic lesions, the 
tonus in the affected extremities is usually lowered. 

Also in RAKONITZ’ case as in ours there was a hypotonicity. It is difficult 
to explain this hypotonicity, the more so as MORGAN ('28) in his experi- 
ments on dogs found lesions of the subthalamic nucleus to be constantly 
accompanied with hypertonicity. Choreatic or ballistic movements are not 
mentioned by MOoRGAN. The author, however, states that there was a 
partial recovery of all symptoms including the stiffness already in the few 
(10) days before the animals were killed to be examined for Marchi dege- 
neration. So the question arises if the symptoms observed by MORGAN 
are complicated by excitation of adjacent tonetic systems. What causes the 
hypotonicity in our and other clinical cases? Does it depend on degeneration 
of tonic fibres reaching the subthalamic nucleus from the cortex or from the 
vestibular region? In Mammals no labyrinthine connection of the corpus 
subthalamicum has been observed, but the vestibulo-hypothalamic projec- 
tion, described by WALLENBERG ('07) for birds and lower vertebrates 
make it possible that similar connections also exist in Mammals. If this be 
true their interruption might be responsible for the hypotonicity. While for 
the few cases of biballism now published double-sided lesions are to be 
considered first of all, attention should also be given to the possibility of 
commissural connections of the corpora subthalamica of both sides and 
the possibility of crossed and direct descending fibres (fig. #). 

In this respect HAMPEL’s case of hemiballism may be instructive, since 
in his case, where the lesion was distinctly confined to the controlateral 
corp. subthalamicum, in the later stages of the disease indications of ballism 
on the homolateral side were added to the prevailing hemiballistic syn- 
drome. 

For the explanation of speech disturbances and more generalized ballistic 
movements of the trunk, bilateral descending or commissural connections 
should also be considered. 

That for the chief symptoms of the ballistic syndrome, the movements 
of arms and legs, the subthalamic nucleus is responsible is also proved by 
the fact demonstrated by MELLA ('23) that normal associated movements 
of the fore- and hindlegs of the cat are localized in this nucleus. That in 
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man these movements are practically localized on one side — the contro- 
lateral side — is best illustrated by BALTHASAR’s case in which, notwith- 
standing the fact that in addition to the total destruction of the contro- 
lateral corpus subthalamicum there was a small lesion in the homolateral 
corpus subthalamicum, yet the arm and leg symptoms were entirely res- 
tricted to the side influenced by the large controlateral focus. 


=  Nu.rub. 


; corp. Luys“ 


‘ subst.nigr. Le 
bu Rac|, 


Eike), 4% 
Transverse section through the human thalamus showing the corpus Luysii; sub- 
stantia nigra and frontal pole of the nucl. ruber. Descending fibres (f.d.c.L.) leave 
the corpus Luysii at its mesial side. Part of these fibres decussate. 


Whereas the afferent systems to the corpus subthalamicum are more or 
less known, accurate data concerning its descending connections are un- 
fortunately very scarce. The experimental data in dogs published by 
MOoRGAN only reveal short descending pathways to a group of cells 
situated above the pedunculus corporis mamillaris, medially to the sub- 
stantia nigra and distinct from the latter. In MARTIN’s case the descending 
fibres of the corpus subthalamicum have a different position from those 
experimentally demonstrated by MORGAN which correspond to the system 
mentioned by CajaL. Whereas in MoRGAN’s and CAjJaL's descriptions the 
descending fibres are located medially to the main mass of the substantia 
nigra, those indicated by MARTIN run dorso-laterally to the red nucleus. 

The system indicated in our microphotograph of a normal human 
thalamus corresponds to CajJaL’s and MoRGAN’s fibres. Eventual post- 
mortems of our cases may perhaps give us more accurate data concerning 
the descending pathways of the corpus Luysii. 
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Comparative Physiology. Der Einfluss von Kohlensäure auf die 
Atmungsbewegungen von Crustaceen. I. Von J. SEGAAR. (Aus der 
Zoologischen Station zu Neapel und dem Institut für vergleichende 
Physiologie der Universität zu Utrecht.) (Communicated by Prof. 
H. J. JoRDAN.) 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 


Einleitenen 


Das Verhalten einiger Crustaceen aus dem Golf von Neapel bei Durch- 
leitung von Kohlensäure durch das Aquariumswasser. 

Die Untersuchungsaquarien bestehen aus einem tiefen Teil und einem 
untiefen Teil, der so zu sagen ein kleines Stück Strand darstellt. Durch das 
Wasser kann Kohlensäure geleitet werden. Wenn man in solch ein Aqu- 
arium verschiedene Arten von Crustaceen bringt, ergibt sich, dass 
Representanten verschiedener Arten sich sehr verschieden verhalten 
können. Wir lassen eine Uebersicht dieses Verhaltens folgen. 

1. Scyllarus arctus bleibt während einer Stunde unbeweglich auf seinem 
Platz sitzen. Bringt man ihn hernach in ein Aquarium mit normalem See- 
wasser, so ist das Tier äusserlich vollkommen unverändert und gesund. 

2. Lambrus angulifrons bleibt lange Zeit ruhig sitzen, um schliesslich 
das untiefe Wasser aufzusuchen, wobei er Kopf und Mundteile über den 
Wasserspiegel erhebt. 

3. Carcinus maenas wird sehr bald unruhig. Er läuft hin und her und 
sucht stets aufs neue das untiefe Gebiet des Aquariums auf. Kopf und 
Mundteile werden über den Weasserspiegel erhoben, die Ventilations- 
richtung der Kiemenkammern wird umgekehrt, sodass Luftblasen aus der 
eigentlichen Einatmungsöffnung aufsteigen. 

4. Dromia vulgaris sucht zunächst den untiefen Teil auf und atmet 
daselbst an der Oberfläche unter dem Wasserspiegel. Später erhebt das 
Tier drei Viertel seiner Körperlänge über den Wasserspiegel. Es tritt 
Notatmung auf. In einem bestimmten Fall beobachtete ich, dass ein Tier 
einen Stein erstieg und den hinteren Teil des T'horax über den Wasser- 
spiegel brachte. Hier wurde Luft eingesogen, die an der sich unter Wasser 
befindenden Ausströmungsöffnung in Form von Luftblasen zum Vor- 
schein kam. 

5. Eriphia spinifrons bleibt mit Scyllarus am längsten unbeweglich im 
tiefen Wasser sitzen. Die Bewegung der Mundteile bleibt ruhig. Es treten 
keine Vergiftungserscheinungen auf. Eine Stunde nach dem Augenblick, 
in welchem Palinurus aus dem Wasser genommen werden musste, da 
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er sonst den Vergiftungserscheinungen erlegen wäre, suchte Eriphia den 
Strand auf und sog Wasser und Luft durch die Kiemenkammern. 

6. Palinurus vulgaris läuft hin und her, ohne eine bestimmte Richtung 
zu bevorzugen. Es treten Fluchtbewegungen auf (abdominalis Schwimmen). 
Schliesslich bleibt er an einer Stelle liegen, legt sich auf die Seite und 
würde so zu Grunde gehen. 

7. Callianassa laticauda Otto schwimmt auf gleicher Weise ohne eine 
bestimmte Richtung zu bevorzugen hin und her. Das Tier würde auf dieser 
Weise bald an Vergiftung zu Grunde gehen. 


Allgemeine Prinzipien, 


Dieses sehr verschiedenartige Verhalten lässt sich natürlich nicht ein- 
deutig beschreiben. Verschiedene Grundprinzipien lassen sich aber in 
diesem Betragen erkennen. Zum Teile sind diese in der Literatur schon 
beschrieben worden. 

A. Es besteht offenbar die Möglichkeit, dass Tiere auf erhöhte Kohlen- 
säurekonzentration innerhalb beträchtlicher Zeiträume gar nicht reagieren. 
Sie leiden dann offenbar auch keinen Schaden durch die Kohlensäure. 
Welche Anpassungserscheinungen kommen bei solchen Tieren vor? Kommt 
vielleicht als solche Anpassungserscheinungen Aehnliches vor wie durch 
BOSWORTH, O'BRIEN und AMBERSON (19361) ) für Homarus americanus 
beschrieben worden ist? Hier soll nämlich der Kalk des Panzers mit der 
eingeleiteten Kohlensäure reagieren, wodurch die Kohlensäure teilweise 
unter Bildung von Bicarbonat gebunden werden soll, Nach PETERS (1938) 
soll auch Astacus fluviatilis einen solchen Abwehrmechanismus gegen 
Kohlensäure haben. 

In zweiter Linie könnte die Anpassung auf einer Erscheinung beruhen, 
die durch Fox und JoHunson (1934), JORDAN und GUITTART (1938) und 
J. SEGAAR (1934) für Astacus und von VAN HEERDT und KRIJGsMAN (1939) 
für Eriocheir beschrieben worden ist, und die wir in der Tat bei Palinurus, 
Homarus, Dromia und Eriphia gefunden haben (siehe weiter unten). Bei 
diesen Tieren hemmt Kohlensäure bei einer bestimmten Konzentration die 
Atmungsbewegungen. Wenn dann die Skaphognatiten stillstehen, dringt 
Kohlensäure nur noch durch Diffusion in die Kiemenräume. 

B. Es gibt vielerlei Crustaceen aus der Brandungszone, die das Wasser 
in der Richtung nach dem Strande oder nach den Felsen verlassen, wenn 
die ungünstigen Umstände sie als Reiz hierzu veranlassen. Von Eriphia 
spinifrons berichtet KRuUMBACH (1927) das folgende: „Eriphia, die an den 
Felsen der Strandzone im Mittelmeere lebt, kann mehrere Tage in der Luft 
bleiben und selbst hohe Teemperatursteigerungen aushalten’. 

Andere Tiere und übrigens auch Eriphia gehen im untiefen Wasser zur 
Notatmung über (VERWEY 1930, OLTHOF 1936). 

C. Endlich gibt es Tiere, die nicht zur Notatmung übergehen oder das 


1) Zitiert nach F. PETERS, 1938. 
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Wasser verlassen, aber trotzdem suchend herumlaufen, um :das sie um- 
gebende Wasser zu verändern, oder sie suchen schwimmend zu flüchten. 
Hierfür nennen wir Palinurus, ein Tier, welches gewöhnlich bei einer 
Wassertiefe von 20 m gefangen wird 1). 

Es ist recht wohl möglich und in einigen Fällen auch schon beschrieben 
worden, dass bei einzelnen Tierarten verschiedene der genannten Reak- 
tionsmöglichkeiten kombiniert vorkommen. 


Die Fragestellung. 


Für die in Neapel untersuchten Tiere galt die folgende Fragestellung: 
Lässt sich ein bestimmtes Verhalten bei verschiedenen Crustaceen finden, 
dass in Beziehung zur normalen Lebensweise dieser Tiere steht, d.h. lässt 
sich eine Beziehung finden zwischen dem Verhalten und dem Umstande, 
dass manche Crustaceen in der Küstenzone leben, andere im tiefen 
Wasser? VAN HEERDT und KRIJGSMAN haben sich diese Frage schon 
früher auf theoretischer Grundlage gestellt. An der Hand von Mitteilungen 
in der Literatur, die auf Wahrnehmungen der Reaktion der Skaphognatiten 
beruhten, kommen beide genannten Autoren zum Schluss, dass unter den 
Seetieren die Crustaceen, die in der Brandungszone leben, keine oder nur 
geringfügige Reaktionen auf Kohlensäure zeigen. Dahingegen sollen Arten, 
die nicht in der Brandung leben, deutliches Reaktionsvermögen in diesem 
Sinne besitzen. Biologisch würde dieses bedeuten, dass die Brandungstiere 
keiner Regulation bedürfen, weil sie ja in gut durchlüftetem Wasser leben. 
Tiere in tieferen Zonen dahingegen, wo die Ventilation des Wassers unzu- 
reichend werden kann, und erhebliche Variationen der Kohlensäure- und 
Sauerstoffspannung auftreten können, müssen imstande sein sich anzu- 
passen, vor allem natürlich durch Veränderung der Atmungsfrequenz, um 
der Zustand des Blutes einigermassen von dem der Umgebung unabhängig 
zu machen. 

Das Problem scheint interessant zu sein, ist aber nicht so einfach als wir 
es dargestellt haben, denn alle Crustaceen, die nach der Häutung Schutz 
suchen, und zwar in kleinen Höhlen, werden hier wenigstens zeitweilig 
unter Umständen zu leben haben, unter denen die Kohlensäureabgabe und 
Sauerstoffaufnahme erschwert ist, ganz unabhängig davon, in welchen 
Tiefen diese Tiere unter normalen Umständen leben. Dem könnte dann 
allerdings wieder gegenüber stehen, dass die Alkalireserve des Blutes bei 
der Häutung enorm steigt, wodurch die Kohlensäurewirkung kompensiert 
werden könnte (siehe ARISTIE DAMBOVICEANU 1932). 

Unsere Untersuchungen zwangen uns zu dem folgenden Schluss: 
Palinurus, Eriphia und Dromia werden im Sommer bei Neapel in den 
folgenden Tiefen gefangen: 20, 10 und 1 Meter. Alle drei Tiere zeigen 


1) Für eine weiter fortgesetzte feinere Analyse des Verhaltens dieser Tiere bei Koh- 
lensäureäinleitung wird es nötig sein an Stelle von reiner Kohlensäure kohlensäurehaltige 
Gasgemische zu benutzen. Bei Verwendung von reiner Kohlensäure steigt der Kohlensäure- 
druck im Wasser zu schnell an. 
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bei Kohlensäuredurchleitung typische Regulation der Atmungsbewegungen. 
Dies gilt auch für Homarus. Die Form dieser Regulation wird weiter unten 


beschrieben werden. 


Methodik. 

Nach GUITTART (1938), PETERS (1938), VAN HEERDT (1939) darf 
unter keinen Umständen das Versuchsobjekt gefesselt werden um die 
Bewegungen der Skaphognatiten auf einem Kymographion zu registrieren. 
Die Fesselung reizt das Tier zu übernormaler Atmungsfrequenz (Siehe 
SEGAAR 1934), Dadurch wird es unmöglich, regulatief auftretende Fre- 
quenzerhöhung von einer Ruhefrequenz zu unterscheiden. Die jetzt ge- 
brauchte Methode ist dieselbe als die von VAn HEERDT (1939). Wichtig 
ist natürlich, vor allen Dingen wenn man, wie der Autor, in Neapel im 
Sommer arbeitet, die T'’emperatur niedrig und konstant (16°) zu erhalten. 


PALINURUS VULGARIS. 


Abb. 1. Geringe Kohlensäurekonzentration 1) von 13.4 ccm pro Liter, 
verursacht im Moment, in welchem der Strom von kohlensäurehaltigem 
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Abb. 1. Palinurus. 
Änderung der Atemfrequenz nach Zufuhr von Wasser verschiedenen COa-Gehaltes. 
Abszisse: Versuchszeit in Min., Ordinate: Minutenfrequenz der Skaphognatiten. 
a — Frequenzzunahme. 


1) ‘Was die Methode der Kohlensäurebestimmung betrifft, sei auf die Publikation von 
VAN HEERDT (1939) verwiesen. Wir geben den Kohlensäuregehalt stets in cem/l an und 
nicht als Partialdruck, da diese Form in den Publikationen gleichen Gebietes gebräuch- 


lich ist. 
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Seewasser das Tier erreicht haben kann, eine akute, sehr starke Frequenz- 
zunahme. Diese ist offenbar eine Reaktion auf exterozeptive Reizung 
durch die Kohlensäure. Die normale Frequenz stellt sich schnell wieder her. 
Es folgt eine normale Frequenzkurve. Bedingung zur Feststellung dieser 
Steigerung ist, dass das Tier im untersuchten Gefäss sich ruhig verhält. 
Oftmals jedoch verursacht die Kohlensäure Unruhe. Auf alle Fälle muss 
man scharf unterscheiden zwischen Frequenzerhöhung die selbständig auf 
den Kohlensäurereiz folgt (hierbei bleibt das Tier also ruhig) und der 
Unruhe des ganzen Tieres, die ihrerseits Frequenzerhöhung verursachen 
kann. f 

In der Abbildung ist die eigentliche Frequenzerhöhung mit a angegeben. 


Abb. 2. Eine Kohlensäurekonzentration von 17.72 ccm/l. Es tritt eine 
zweifältige Reaktion auf. 
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Abb. 2. Palinurus. 
Zweiphasige Atmungsreaktion nach Zufuhr von Wasser mit einer COs- 
Konzentration, die ein Wenig mehr ist als die von Abb. 1. a — Frequenz- 
zunahme; b — Frequenzabnahme. 


a) Die erste Reaktion kommt hier nach 14 Minuten und stimmt mit der 
Frequenzerhöhung von Abb. 1 überein. Nach 2% Minuten ist sie beendet. 
Hierauf folgt 

b) eine zweite Reaktion, die eigentlich das Gegenteil der erste ist. Die 
Frequenz wird abnormal niedrig. Auf der Abbildung erscheint diese 
Hemmung als 2 nach unten gerichtete Zacken. Auch diese Reaktion ist 
meiner Meinung nach von exteroceptivem Ursprung. Sie ist in der 
Abbildung mit b angegeben. Im ersten Augenblick drängt sich uns der 
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Gedanke auf, es könnte sich bei dieser Hemmung um endoceptive 1) 
Apno& nach der starken Ventilation von Phase a handelen. Hierfür ist aber 


wohl Phase a zu kurz. 
Endlich folgt eine sehr regelmässige Atmungskurve auf ungefähr nor- 


malem Niveau. 
Abb. 3. Kohlensäurekonzentration von 58.24 ccm/l. Hier können wir 
drei Reaktionsformen unterscheiden. 
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Abb. 3. Palinurus. 

Dreiphasige Atmungsreaktion nach Zufuhr von Wasser mit einer COs- 
Konzentration von mehr als 5 % (58,24 ccm]l. a — Frequenzzunahme; 
b — Frequenzabnahme; c — Frequenzzunahme. 

Abszisse: Versuchszeit in Minuten. Ordinate: Minutenfrequenz der Skaphognatiten. 


1) Ich habe in einer früheren Publikation in analogen Fällen von proprioceptiven Reflexen 
gesprochen. Dieser Ausdruck kann irreleitend sein, da man, SHERRINGTON folgend, daran 
denken könnte, dass die Receptoren für diese Reflexe in den Skaphognatiten selbst lokali- 


Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 56 
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a) Die erste Reaktion ist die vorübergehende Frequenzsteigerung, wie 
sie sich auch aus den Abb. I und 2 ergibt. Sie slägt um in 

b) die zweite Reaktion von Abb. 2. Auch jetzt sehen wir zwei nach 
unten gerichtete Zacken als Ausdruck dieser Hemmungsphase. Nach 
Massgabe zunehmender Konzentration der Kohlensäure im Seewasser bei 
konstanter Durchströmungsgeschwindigkeit des Seewassers durch den 
Glaszylinder worin sich das Tier befindet, werden die einzelnen Reaktionen 
kürzere Zeit dauern, daher sind die Kurven auf Abb. 3 schmäller als auf 
Abb. 1 und 2. 

c) Es tritt neuerliche Frequenzsteigerung auf. 

Wenn wir jetzt normales Seewasser geben, dann behauptet sich die 
Frequenzerhöhung noch ungefähr 10 Minuten lang. Hieraus und aus einer 
Vergleichung zwischen dieser Phase c mit der entsprechenden Phase von 
Abb. 4 kann man schliessen, dass Phase c verursacht wird durch Kohlen- 
säureanreicherung im Blut (endoceptive Wirkung der Kohlensäure). 


Abb. 4. 106 ccm/l. Bei dieser Konzentration haben die Reaktionen a und 
b keine Gelegenheit aufzutreten. Unmittelbar erscheint Reaktion c, die sich 
9 Minuten lang behauptet, und auf der Kurve als regelmässig fort- 
schreitende Frequenzerhöhung erscheint. Weiterhin nimmt die Frequenz 
dann aber nicht mehr zu. Die Narkotisierende Wirkung der Kohlensäure 
macht sich geltend, das kann man auch ohne Hilfsmittel am ganzen Tiere 
beobachten: der Strecktonus der Extremitäten verschwindet, die Extre- 
mitäten tragen das Tier nicht mehr, dieses muss aus dem Beobachtungs- 
zylinder entfernt werden. 


Zusammenfassend können wir also für Palinurus bei steigender Konzen- 
tration der Kohlensäure im Atemwasser das folgende feststellen. Es treten 
nacheinander vier Reaktiunen auf, die nach Massgabe der Konzentration 
der Kohlensäure aufeinander folgen. 

a) exteroceptiv verursachte Beschleunigung, 
b) exteroceptiv verursachte Hemmung (Verzögerung), 
c) endoceptiv verursachte Beschleunigung, 

d) Narkose. 

Bei Astacus hat der Vertasser früher (bei Registrierung auf dem Kymo- 
graphion) durch Kohlensäure lediglich Hemmung hervorrufen können. Auf 
den Kiemen müssen sich bei diesen Tieren Sinnesorgane befinden, die 
durch Kohlensäure gereizt werden, Der Hemmungsreflex wirkt ausschliess- 
lich homolateral, niemals gekreuzt. Die spezifische Schwelle für diese 
Kohlensäurewirkung befindet sich bei pH 6.17. Bei andern Säuren, z.B. 
bei einem Phosphatpuffergemisch, ergeben sich andere pH Werte für den 


siert sein müssen. Dies wollen wir aber keineswegs behaupten, daher die Ausdruck en- 
doceptiv. 
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Hemmungsreflex, z.B. 3.5. Dies gilt aber lediglich für diese Versuchsan- 
ordnung mit Selbstregistrierung. 

Für Astacus fand PETERS, wenn er die Tiere ohne sie zu fixieren unter- 
suchte, lediglich diejenige Beschleunigung, die ich als Phase c angab. 
Wenigstens ist dieses die Meinung von PETERS selbst. Aus seinem Proto- 
koll b 30.3.37, Seite 602—603 lese ich etwas anderes. Ich finde daselbst: 


21.15 Uhr erste Registrierung, Frequenz 30/Min. 


20T Fzyweite je $ 28/Min. 

DIWS TE dritte » " 28/Min. 

23052, Zylerte ® Is 28/Min. 

21.33 , nach Ablauf der vierten Registrierung wurde auf 
Kohlensäurereiches Wasser umgeschaltet (273.35 ccm 
pro ]) 

21.35 , starke motorische Unruhe 

RS DB. %; » 


Nach diesen Unruhen werden die Atembewegungen 
leiser und ihre Zahl sinkt. 


21.43 ,, die Atembewegungen sind kaum noch wahrzunehmen. 
21.45 „, eine ganz schwache motorische Unruhe tritt auf. 
21.47 ,„ fünfte Registrierung, Frequenz 7/Min. 

22.08 „ sechste en : 3/Min. 

22.10 „ siebente 2 N 149/Min. 

PAD achte 3 3, 150/Min. 


Es unterliegt keinem Zweifel, dass wir diese genauen Wahrnehmungen 
besser lesen müssen als der Forscher dies selbst getan hat. Keineswegs 
handelt es sich hier ausschliesslich um eine Beschleunigungsphase (7te und 
8te Registrierung). Diesen Registrierungen geht eine deutliche Hemmungs- 
phase voran, die von 21.37 Uhr bis 22.08 Uhr dauert, also nicht weniger 
als eine halbe Stunde. 

Für Astacus fanden JORDAN und GUITTART eine Hemmungs- und 
Beschleunigungsphase bei Anwendung von 100 ccm Kohlensäure pro |. 
Für Eriocheir fanden VAn HEERDT und KRIJGSMAN eine exteroceptiv ver- 
ursachte Hemmungs- und eine endoceptiv verursachte Beschleunigungs- 
phase. Bei diesen Tieren sind die Antennulae Träger der Sinnesorgane, 
deren Reizung die Hemmungsphase verursacht. Wenn man die Antennulae 
wegnimmt, fällt die Hemmungsphase aus. Die in Frage stehende Sinnes- 
organe reagieren auf gleiche Weise auf Kohlensäure und auf eine beliebige 
andere Säure, z.B. Salzsäure, mit gleichem Schwellenwerte, nämlich von 


pie 


SINNESORGANE FÜR KOHLENSÄURE BEI PALINURUS. 


a) Die Kiemen. Auch bei Palinurus sind die Kiemen Träger von 
Sinnesorgane, die imstande sind auf eine bestimmte Kohlensäurekonzen- 
56” 
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tration im Wasser zu reagieren. Man stellt dafür eine Reihe von Gefässen 
mit Seewasser bereit mit verschiedenen Kohlensäurekonzentrationen. Der 
Schwellenwert für die Reaktion befindet sich bei pH 6. Hierdurch werden 
die Atmungsbewegungen gehemmt. Hierfür ist es nötig dass nur ein sehr 
kleiner Teil der Kiemen mit dem betreffenden Seewasser benetzt wird. Die 
Hemmung ist dann akut und homolateral. Antennulae und Taster spielen 
bei dieser Reaktion keine Rolle. Auch wenn man den Kiemendeckel weg- 
schneidet, tritt die Hemmung unter den genannten Bedingungen auf. Wenn 
man dahingegen auf einer Seite des Tieres die Kiemen mit Paraffin bedeckt 
oder einseitig die Kiemen wegnimmt, dann bleibt die Hemmung an der 
betreffenden Seite aus. Was die Methode betrifft, siehe SEGAAR 1934, 
allerdings abgesehen von der damals benutzten Fixierung der Versuchs- 


tiere. 
Die Kohlensäureschwelle ist spezifisch. Wenn man an Stelle von 


167 
an | 2 
n Fi 
163 | Bn 
| se 
159 \ 0: 
| 2? 
155 H n 4 
% 
| c H H 
151 H R 
Zur 
17 | v ! 
| 5 : 
143 H : H ; 
; 
139 1 : : 
| H i 
135 L Nalir/ | c+ Q 
Meer- 2 
131 wasser | N ; 
127 L l + . 
123 4 } 
Ri 
119 F $ Q 
F ke 
115 - nu 
je 
11 + NV [e} 
107 r [o} 
CO, = 100 ce 
103 | 2 
L se | u 1 ER TREE | en | 25 


Abb. 4. Palinurus. 
Änderung der Atmungsfrequenz nach Zufuhr von Wasser hohen COs-Gehaltes 
(mehr als 10%). Phase a und Phase b sind weggefallen. Phase c: endoceptiv 
verursachte Frequenzzunahme. Danach tritt Narcose ein. Abszisse: Versuchszeit 
in Min., Ordinate: Minutenfrequenz der Skaphognatiten. 


Kohlensäure Salzsäure nimmt, um den pH zu erniedrigen, dann liegt die 
Schwelle bei einem pH von ungefähr 3.9. (Nach der Hinzufügung von 
Salzsäure muss Luft durch das Wasser geführt werden, um die freiwer- 


dende Kohlensäure auszuwaschen.) 
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b) Die Antennulae. Merkwürdigerweise sind auch die Antennulae im- 
stande um auf eine bestimmte Kohlensäurekonzentration im Wasser zu 
reagieren. 


Abb. 5. Eine Kohlensäurekonzentration von 34.64 ccm/l verursacht 
bei einem normalen Tiere eine Atmungskurve, die aus drei Phasen besteht, 
nämlich a, b und c, die wir schon kennen gelernt haben. Nun entfernen wir 
die Antennulae. Diese bestehen aus drei Schaftgliedern und 2 bis 3 End- 
geisseln, von denen eine die Haare trägt, die als Chemorezeptoren anzu- 
sehen sind (H. Bass). Nach drei Tagen wiederhohlen wir den gleichen 
Versuch mit diesem Tiere, dem die Antennulae fehlen. Die Kurve ver- 
läuft nun flacher. Phase a ist weggefallen, Phase b ist viel flacher gewor- 
den, Phase c ist unverändert geblieben. Die zwei ersten Reaktionen werden 
bei Palinurus daher offenbar durch Reizung der Antennulae verursacht. 
Dahingegen Phase c ein endoceptiver Effekt, und daher nicht von 
bestimmten äusseren Sinnesorganen abhängig. In beiden Kurven stimmen 
die der Phase c entsprechenden Teile mit einander überein. 
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Abb. 5. Palinurus. 
xxx für das normale Tier. 
ooo für das Tier ohne Antennulae. 
Ausbleiben von Phase a und Abschwächung von Phase b nach Amputation der 
Antennulae. In beiden Kurven normale Phase c und in beiden Kurven steil 
Emporsteigen sobald wieder normales Wasser gegeben wird, durch hinwegfallende 
Hemmungswirkung von COa auf die Sinnesorgane der Kiemen. Abszisse: 
Versuchszeit in Min., Ordinate: Minutenfrequenz der Skaphognatiten. 


Ich möchte im Übrigen noch eine andere Tatsache andeuten. Sobald man 
nämlich nach dem Versuch mit kohlensäurehaltendem Wasser wieder nor- 
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males Wasser gibt, steigen beide Kurven steiler als unter früher ange- 
wandten Bedingungen empor. Das beweist, dass in diesem Augenblick eine 
Hemmung wegfällt. Wäre nämlich diese Hemmung nicht vorhanden ge- 
wesen, dann würden die Kurven soweit sie der Phase c entsprichen, von 
vorn herein steiler gewesen sein. Nun aber ist Phase c sozusagen die 
Äusserung eines Gleichgewichtes zwischen einer endoceptiven Beschleuni- 
gung und einer nicht durch die Antennulae verursachten exteroceptiven 
Hemmung. Offenbar ist diese Hemmung gleich derjenigen, die wir oben 
besprachen, deren Receptoren auf den Kiemen liegen. Dass diese Hemmung 
in Phase c unserer Kurve lediglich als weniger steiler Anstieg von Phase c 
in die Erscheinung tritt, erklärt sich durch die Tatsache, dass für volle 
Entwicklung der Hemmungswirkung durch die Kiemen die Schwelle höher 
ist und (bei Palinurus) ein unmittelbares Vorhandensein von einer höhe- 
ren Schwellenkonzentration nötig ist. Die Kohlensäure scheint nämlich 
bei Palinurus ziemlich schnell in das Blut aufgenommen zu werden: hier- 
durch kommt es, dass die endoceptive Wirkung sich in erster Linie geltend 
macht. Bei Homarus ist, wie wir sehen werden, dies nicht der Fall. 

Für Palinurus erhalten wir das folgende: gleichmässig zunehmende 
Kohlensäurekonzentrationen werden während Phase c durch die Kiemen 
wahrgenommen, aber die Wirkung dieser Reizung mischt sich mit der 
Wirkung der bereits im Blut vorhandenen Kohlensäure. Hohe und akut 
auftretende Kohlensäurekonzentrationen werden durch die Kiemen wahrge- 
nommen. 

Palinurus wird daher auf verschiedenen Wegen vor ungünstigem Atem- 
wasser gewarnt durch die Antennulae und durch die Kiemen. In diesem 
Sinne fasse ich auch Phase a auf, nämlich als ein „Schrecken” dafür „dass 
etwas nicht in Ordnung ist 1). 


1) Die zweite Abteilung dieser Mitteilung folgt im nächsten Heft. 


Medicine. — De l’immunite contre le phosgene. Presence d’une proteine 
nouvelle dans le poumon intoxique par le phosgene (Deuxieme 
memoire). Par OnG Sıan GWwAn. (Communicated by Prof. E. 
GORTER.) 


(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 


l. Nous avons montre dans un memoire precedent que les animaux 
qui ont regu une ou plusieurs doses inframortelles de phosgene peuvent 
ulterieurement supporter une ou plusieurs doses sürement mortelles de 
phosgene 1). Pour expliquer ce r&sultat nous avons pens& que le phosgene 
agirait sur les proteines de poumon. Il en resulterait une combinaison 
chimique nouvelle. Cette proteine modifiee agirait comme antigene et il 
vaccinerait l’animal contre le phosg£ne. 

Le but de ce travail est de montrer par des methodes physiques la pr&- 
sence de cette proteine nouvelle dans le poumon ayant &t& en contact avec 
le phosgene. 

2. Separation des proteines de poumon. Dans toutes ces experiences 
on a employ& des poumons de porc. Les poumons fraichement obtenus de 
l'abattoir sont finement haches. Ils sont ensuite etales sur le fond d’un 
ballon en verre Jena d’un volume de trois litres. La figure 1 montre com- 
ment l’experience a &t& r&alisee. L’action de phosgene peut &tre suivi ä l’oeil 


ige: 
Dispositif permettant de traiter le poumon hache A par le phosgene. 


nu. En effet, la pulpe pulmonaire qui au debut est d’une couleur rouge vif 
devient grisätre ou noirätre apr&s quelques minutes seulement de contact 
avec le phosgene. De plus le poumon libere un liquide brun ou noirätre. 
On prend en general 150 gr. de poumon hach& et 5 gr. de phosgene pur. La 


1) Proceedings Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 205 (1941). 
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duree de l'intoxication est de deux ä trois heures. On abandonne la pulpe 
pulmonaire apres ce traitement pendant 20 heures au laboratoire et on 
ajoute une quantit& egale d’eau salee ä 0,9 p. 100 ou d’eau distillee steri- 
lis6ee. On agite de temps ä autre et on laisse macerer pendant 24 h. ä la 
temperature du laboratoire. Ensuite on centrifuge l’extrait ainsi obtenu et 
on neutralise le liguide surnageant avec NaOH. Il se forme un precipite 
gris qu’on &limine par une seconde centrifugation. Le liquide ainsi obtenu 
est d’une couleur brun ou noirätre. 

Par la m&me technique et dans les m&mes conditions on prepare un 
extrait du m&me poumon hache et non intoxique. Cet extrait sert de temoin. 

Dans certaines experiences on prepare ä partir de ces extraits pulmo- 
naires des proteines pures par pr&cipitation acetonique et lavage ä l’ether. 
On obtient de cette maniere des proteines debarrassees de lipides et 
de sels. 

3. Difference de solubilite des proteines de poumon normal et celles de 
poumon intoxique par le phosgene. Pour determiner la solubilite de ces 
proteines, on precipite celles-ci dans les extraits pulmonaires par un melange 
d’acetone et d’alcool a 98 p. 100 a parties egales (Methode de KAYSER). 
Le tableau 1 montre les resultats obtenus. 


TABLEAU I. 
Quantit& de proteines en gr. par 100 cc d’extrait de 
No. des |- = 
poumons non] poumon Dog par 
le phosgene 
114 1.784 07749 
115 2.090 0.785 
116 2.818 0.958 
117 — 1.204 
118 1.702 — 
119 — 1.205 
120 0.851 0.831 
121 1.784 12144 
122 ZRSAR 10218 
1223) 2.010 1 280 
124 1.482 0.794 
125 BR: 1.288 
Total 20.519 117456 
Moyennes | 2.052 1.041 


En appliquant la methode statistique on constate que la difference entre 
les deux moyennes 2,052 — 1,041 = 1,011 est reelle. En effet, on trouve 
ä l’aide de la loi de t les valeurs suivantes n — 19, t — 4,378 et la pro- 
babilite pourque t > 4,378 est inferieure ä 1 p. 1000. 
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Le möme resultat a &te obtenu pour la solubilit& dans l’eau sal&e a 0,9 p. 
100 des proteines pures isol&es a partir de l’extrait de poumon normal et 
celui de poumon intoxiqu& par le phosgene. On trouve 


Cn Cp EnlicH 
Poumon 121 0,902 0,383 DEN 
Poumon 122 0,839 0,309 Dan 
Poumon 123 0,651 0,222 2,9 
Poumon 124 0,472 0,196 2,4 
Poumon 125 1,128 022 DT. 


Cn et c„ indiquent respectivemznt la quantite en grammes de proteines de 
poumon normal et celle de poumon intoxique dissoute dans 100 c.c. de 
solution. Dans tous les cas consideres, on constate que le rapport c„/cp est 
du m&me ordre de grandeur. 

Ces resultats montrent que les proteines pulmonaires apres l’action Ener- 
gique de phosgene deviennent moins solubles. Il est probable par conse&- 
quent, que ces proteines modifiees sont devenues moins hydrophiles, comme 
l'a montre M. A. Kring pour les sterols du poumon apres l’action du 
phosgene, du chlore et du brome ?). 

4. Determination de l'indice de refraction. La determination de l'in- 
dice de refraction est effectuee ä l’aide de l’appareil d’ABBE, qui est base 
sur la mesure de l’angle limite. La source de lumiere &tait une lampe &lec- 
trique & vapeur de sodium (= 5893 Ä). On trouve en general pour 
l'extrait de poumon intoxiqu& contenant la m&me quantit& de proteines que 
celui de poumon normal, un indice de refraction un peu plus &leve. La 
difference des indices de refraction est probablement düe a la quantit& plus 
importante de chlorure de sodium dans l’extrait de poumon intoxique. En 
effet, le phosgene en agissant sur le plasme pulmonaire est decompose en 
acide chlorhydrique qui apres neutralisation donne du chlorure de sodium. 

Pour savoir si lindice de refraction des proteines est modifie apres 
l'intoxication phosgenique on a fait les deux experiences suivantes: 

a. On ajoutait ä l’extrait de poumon normal une quantite de chlorure 
de sodium determinee, de telle maniere qu’on obtenait un extrait contenant 
la m&me quantite de chlorure de sodium et de proteines que celui du 
poumon intoxique. Avec cet extrait ajuste on faisait les mesures des indices 
de refraction ä des concentrations differentes. On repetait les mesures avec 
l’extrait de poumon intoxique. De cette maniere on obtient une courbe de 
concentration en fonction de l'indice de refraction. La courbe ainsi obtenue 
montre que l'indice de refraction de l’extrait de poumon intoxiqu& est 
lögerement plus elev& que celui de poumon normal, 

Dans cette experience et dans l’experience suivante les mesures ont £et& 
faites ä l’aide d’un refractometre interferentiel de JAMIN, qui donne une 


2) CG.R. Acad. Sc. 197, 1782 (1933). 
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precision de l’ordre de 0,00005 3). Les mesures ont ete effectuees a la 
lumiere monochromatique de sodium. 

b. ll est probable que dans l’experience precedente la difference d’indi- 
ces de refraction &tait düe a la presence de lipides dans les extraits exa- 
mines. On sait d’apres M. KıinG que les lipides de poumon sont modifies 
apres contact avec le phosg£ene ?). 

C'est pour cela que dans cette experience on a determine les indices de 
refraction des proteines pures isol&es a partir d’extraits de poumons normal 
et intoxique. Les proteines ainsi obtenues, debarrass&es de lipides et de sels 
furent dissoutes dans l’eau salee & 0,9 p. 100. On constate dans la figure 2 
et dans le tableau 2 que la difference des indices de refraction persiste 
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350x10”° 


Biga2, 
Poumons 121 et 122. Indices de refraction des proteines de poumon normal et 
de poumon intoxiqu& par le phosgene. 
© — concentration de proteines en mg. par 100 cc de solution 


n,n, = difference entre lindice de refraction de la solution proteique et 


celui de l’eau 
© © poumon normal 
| 


D = poumon intoxique 


encore. Et ici comme dans les deux experiences precedentes l'indice de 
refraction des proteines de poumon intoxiqu& est plus &leve que celui de 
poumon normal. Ces expe6riences repetees avec des proteines d'un autre 
poumon 122 donnait une difference d’indices plus marquee, mais l’indice 
de poumon intoxiqu& &tait dans ce cas moins &leve que celui du poumon 
normal (fig. 2). 

Les courbes obtenues dans la figure 2 sont des droites, qu’on peut 
representer par l’&quation 


np—n=ac+b 


3) Nous remercions vivement M.H.]J.R. PERDIJK qui a bien voulu effectuer ces mesures. 
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oü (n»—n.) indique la difference d’indice de refraction de la solution 
proteique et celui de l’eau et c la concentration de proteines en mg. par 


TABLEAU 2. 
Poumon 121. Indices de refraction de proteines de poumon normal et de 
poumon intoxique par le phosgene. 


Poumon normal 


Poumon intoxique 


c DR, | c | a, m, 
746 0.00329 382.7 | 0.00264 
596.8 0.00294 | 306.1 | 0.00251 
447.6 0.00271 | 229.6 | 0.00229 
298.4 0.00234 53 | 0.00215 
223.8 0.00223 114.8 | 0.00206 
149.2 0.00207 76.5 | 0.00198 
67.1 0.00196 388 | 0.00190 
ce = concentration de proteines en mg. par 100 cc de solution 
nn, = difference entre les indices de refraction de la solution proteique et de l’eau. 


100 cc de solution. On trouve les constantes suivantes pour le poumon 121 


poumon normal a, = 0,2007109° Be, = 170,922 107 
poumon intoxiqu&e as — 0,219 X 1075 ba =. 181,.35% 1073 


et pour le poumon 122 


poumon normal a4 = 0,238 X 103 BD, = 1827 8.1070 
poumon intoxique as — 0,166 X 1073 ba = 1833. %.1073 


Pour savoir si la difference d’indice de refraction du poumon normal et 
celui du poumon intoxique& est reelle on compare les coefficients de regres- 
sion a, et a, des deux droites. On determine d’apres R. A. FisHER le 
rapport f de la difference des coefficients de r&gression |a—az| & celui 
de l’ecart type de la difference de ces coefficients. On trouve ainsi pour 
le poumon 121, t= 1,945, n = 10 et pour le poumon 122, t= 11,518 
et n= 6, montrant que dans le premier cas la difference est peu signi- 
ficative et qu’elle est tres nette dans le deuxi&me cas. 

On admet en general que la r&fraction est une propriete atomique et que 
la formation des molecules a partir des atomes et la modification de la 
structure moleculaire ne donnent que des differences secondaires. Les 
resultats obtenus ci-dessus avec les prot&ines pures semblent donc prouver 
qu’il s’agirait ici d'une modification de la structure moleculaire des pro- 
teines ayant &t& en contact avec le phosgene. La determination du pouvoir 
rotatoire va nous donner une plus grande precision. 

5. Determination du pouvoir rotatoire. On sait que les proteines sont 
des substances actives levogyres. Si une modification de la structure mole- 
culaire se produirait apres l’action de phosg£ne sur les proteines, la deviation 
du plan de polarisation ne serait plus la m&me. 
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Les mesures furent effectuees au moyen d’un polaristrobometre de WILD, 
dont nous avons employ& derniörement pour l’&tude du serum sanguin et 
des antigenes 4). Le seul tube employ& avait une longueur de 20 cm et 
la source de lumiere &tait une lampe ä arc de tungstene, consommant 
2,4 amperes sous 220 volts et qui donnait une lumiere blanche tres intense. 


| | | 
| | Zt 
414400 Fr ge m = Tg ‚550 
% | 
| 
1000 Ge 2 900 
| E | 
/ | 
900 Kern 1 — | 450 
| / 
5 
800 : ‚400 
00 350 
-1600 300 
— 500 250 
en 200 
300 150 
200 100 
c c 
N N 
1100 | 50 
| | | | 
| | A 
ZE0U 40 E30) 04 
2 @ = = 
Eigs>: Fuge. 
Extraits de poumon 121 Proteines de poumon 121. 
ce — concentration de proteines en mg. 
par 100 cc de solution 
a — angle moyen en minutes dont le 


plan de polarisation est tourne 
OÖ poumon normal 
] poumon intoxique 


Ceci &tait necessaire pour la mesure des concentrations &leve&es de prot£ines, 
qui montraient un obscurcissement des plages. Pour des petites deviations 
du plan de polarisation l’&clairage par une lumiere blanche donnait le m&me 
resultat que celui par une lumiere monochromatique. 

Des mesures preliminaires effectuses sur plusieurs extraits de poumon 
ä des concentrations variables ne nous permettaient pas de faire une 


4) Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 43, 1250 (1940). 
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TABLEAU 3. 
Poumon 121. Extraits de poumon normal et de poumon intoxique par le phosgene. 
Poumon normal Dean intoxique 5 
c N | a ce N a 
44.6 50 — 0.56 a 75 9.08 
a, 79 + 0.91 34,3%, uns 1118 
107.4 | 25 — Ho | 
i | \ She 20 —11. 
133.8 25 I ea | n n 
178.4 50 2a 68.6 25 |  —-10.54 
267.6 75 —_10.98 NERSS: 41 | — 10.83 
356.8 50 3.0 171.6 Zee 
146.0 >0 —16.26 228.8 41 — 20.70 
522 a 2 343.2 70 25.50 
457.6 45 — 50,08 
572.0 50 — a 8 
686.4 | 70 — 29.28: 
800.8 36 —51.00 
91522 20 — 50,5% 
1029.6 20 — 48.22 
Total 426 608 
c = concentration de proteines en mg. par 100 cc de solution. 
N = nombre de lectures. 
a = angle moyen en minutes dont le plan de polarisation est tourne. 
TABLEAU 4. 
Poumon 121. Proteines de poumon normal et de poumon intoxique par le phosgene. 
Poumon normal Poumon, intoxique 
€ N a c N a 
10.8 25 — 1 38.3 25 — 
32.5 16 — 11.40) DER 25 — Na! 
64.9 16 — 6.80 76.5 25 — (a) 
90,2 36 —10.08 114.8 50 — Er 
108.2 16 — 5465 153.1 16 9265 
140.6 16 DR 191.4 75 — 053 
17821 25 2 229.6 16 —10r45 
180.3 36 — 1072 2072 25 — N) 
216.4 16 115.112 306.2 41 — Aug! 
DRS 25 1512 Bam 25 —12.08 
27028 36 — 21294 382.7 16 — 10,78 
35 50 = 20852 
360.6 25 —32n04 
405.7 16 DAN 34 
450.8 25 1804 
Dan 36 — 5.26 
Total 415 339 
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conclusion nette. C’est pour cette raison que des mesures syst&matiques ont 
ete effectuses sur des concentrations variables du m&me extrait de poumon 
normal ou intoxiqu&. On obtient de cette maniere une courbe experimentale 
c= f(a), oü c indique la concentration de proteines en mg. par 100 cc 
de liquide et a la deviation moyenne en minutes du plan de polarisation. 
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Extraits de poumon 122. Proteines de poumon 122. 


Pour pouvoir reproduire une courbe ä des temps differents avec la m&me 
substance il faut se placer dans les conditions suivantes: a. faire des lectures 
nombreuses de a sur la m&me concentration c;, de sorte qu’on obtient un 
ecart type variant entre quelgues centiemes et un dixieme de la moyenne; 
‘ b. garder toutes les solutions a 0°C; c. faire des mesures cons&cutives le 
plus vite possible. 

Les mesures que nous avons obtenues sont limitees par l'’obscurcissement 
absolu des plages quand la concentration augmente et par la solubilite 
limite de la prot£ine. 
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En examinant les resultats representes par les figures 3, 4, 5 et 6 et les 
tableaux 3, 4, 5 et 6 on peut faire les observations suivantes. 

Il est clair qu'il existe une difference nette entre la courbe de l’extrait de 
poumon normal et celui de poumon intoxique. (Fig. 3 et 5.) 

Le m&me resultat a &te obtenu pour les proteines pures de.poumon nor- 
mal et celles de poumon intoxique. (Fig. 4 et 6.) 


TABLEAU 5. 


Poumon 122. Extraits de poumon normal et de poumon intoxiqu& par le phosgene. 


Poumon normal Poumon intoxique 


€ N a ce N a 
25.44 25 — 2 6.09 20 BR: 
50.88 20 5 1228 36 29073 
76.32 25 — (SM) 24.36 20 Bo 
89.04 20 — 3654 20 E72: 
101.76 20 — 18.46 42.63 20 2 114.35 
114.48 76 — 20.58 48.72 20 767 
127.10 20 — Sl 66.99 20 29467. 
139.82 | 20 — 85.26 20 a, 
152864 25 — 12.30 97,47 20 923.72 
178.08 20 — 10.11 109.62 20 17 2er 
203.52 20 — | 
228.96 20 — 16.76 
254.40 25 = 21202 
Total | 336 216 
TABLEAU 6. 
Poumon 122. Proteines de poumon normal et de poumon intoxique par le phosgene. 
Poumon normal Poumon intoxique 
c N a c N a 
10.5 20 — UT 1515, 40 + 1.9 
21.0 20 “83.95 30.9 20 — MIN 
25.2 60 e7220 61.9 20 El, 
42.0 45 202250 92.8 20 — 3.54 
63.0 20 Pr 5485 128% 7 20 — (5: 
83.9 40 — Miete 154.7 20 HE 
125.9 20 = 24965 185.6 20 = 2404 
167.8 20 — a5 21655 20 — 
209.8 40 1.43 232.0 40 — 20.09 
237 20 — 4.20 BR A: 30 — 21.49 
335 .6 25 235.73 278.4 20 | 24.54 
419.5 20 — 16.85 309.3 20 — 20.89 
503.4 20 el) 
587.3 25 N N 
Total 395 290 
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On sait qu’en general les courbes c = f(a) sont des droites ou des 
paraboles. Les courbes que nous avons obtenues sont tr&s curieuses, parce- 
qu’elles montrent une forme ondulatoire. Dans la figure 4 on voit que deux 
maxima de la courbe de poumon intoxique se coincident avec deux minima 
de celle du poumon normal. Si l’on compare la courbe du poumon normal et 
celle du poumon intoxique& dans les figures 5 et 6, on est frappe par la 
forme semblable. La courbe du poumon intoxiqu& pourrait &tre obtenue en 
comprimant la courbe du poumon normal de haut en bas et en la tournant 
ensuite ä gauche. Dans la figure 4 on pourrait obtenir la courbe du 
poumon intoxiqu& en comprimant seulement la courbe du poumon normal. 
La courbe du poumon intoxique est dans ce cas aplatie. 

6. On pourrait probablement expliquer la forme de la courbe comme 
suit. E. NAVASSART a montr& que le pouvoir rotatoire de la solution de tanin 
augmente en m&me temps avec les dimensions des molecules de tanin 5). 
Si ce r&sultat pourrait &tre applique sur la solution de proteines, on est en 
droit de supposer que les molecules de proteines sagrandissent quand la 
solution a &te diluee. Le pouvoir rotatoire devrait ainsi augmenter. L’aug- 
mentation du pouvoir rotatoire et par consequent du volume des molecules 
continuerait jusqu’a ce que la concentration c a atteint une valeur deter- 
minee et ensuite on aurait apres l’effet de la dilution, c’est-ä-dire, quand c 
diminue, « diminuerait en m&me temps. Ce cycle — augmentation de 
volume des molecules et effet de dilution — se repeterait de nouveau 
quand c continue ä diminuer. 

La coincidence du maximum et du minimum dans les courbes de la 
figure 4, nous permet de penser que les deux molecules differentes de 
proteines se trouveraient dans un &tat oppose£. 

Quant a la forme semblable de la courbe du poumon normal et celle du 
poumon intoxique, elle nous montrerait que la difference entre les deux 
structures moleculaires n'est pas profonde. La difference devrait &tre quan- 
titative et il s’agirait ici d’une modification chimique superficielle de la 
molecule de proteine apres l’action du phosgene. Ce resultat correspond 
avec celui obtenu par la determination des indices de refraction des 
proteines du poumon normal et du poumon intoxique, oü l’on constate que 
la difference entre les deux indices est petite. 

Il est interessant de remarquer, qu’une telle modification superficielle de 
la structure moleculaire de proteines de poumon suffit de les rendre anti- 
geniques et de permettre ainsi lindividu de se vacciner soi-m&me contre 
l'’effet mortel d’un des gaz de guerre les plus redoutables: le phosg£ne. 

Ce travail a et& poursuivie au laboratoire KAMERLINGH ONNES a Leyde. 
Je remercie MM. les Professeurs W. J. DE Haas et W. H. KEESOM, qui 
m’ont permis de poursuivre mes recherches. Je remercie &galement le comite 
de la fondation „Toegepast-natuurwetenschappelijk Onderzoek” qui m’a 
facilit& de les poursuivre. 


5) Kolloid Zeitschr. 12, 97 (1913). 


